Statistik fiir das NFPP

Stephan 1. B6ttcher

Institut fiir Experimentelle und Angewandte Physik
Christian Albrechts Universitét zu Kiel

Sommersemester 2021

IEAP, CAU Kiel




‘Wahrscheinlichkeit
[ ]

Messen

Das Resultat der Messung einer physikalischen Grofie ist eine
Zufallszahl. Ziel der Messung ist, die Parameter oder die Mo-
mente der Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Zufallszahlen zu
bestimmen.

Meist wird eine Schéitzung des Erwartungswertes und eine
Schitzung der Standardabweichung (Quadratwurzel der Vari-
anz) als Messgrofie und Fehlerangabe angegeben.

Der zentrale Grenzwertsatz sagt uns, da eine Messung von vie-
len kleinen Fehlerquellen beeinflusst wird, dafl die Messgroflien
oft als normalverteilt angenommen werden kénnen.
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‘Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung f(z) ist eine Funktion einer
Zufallsvariablen z, die fiir jeden moglichen Wert von z angibt,
wie wahrscheinlich es ist, dafl dieser Wert eintritt.

Fiir diskrete Zufallsgrofien gibt die Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir jeden moglichen Wert von = die Wahrscheinlich-
keit dafiir an, daf} dieser Wert eintritt.
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Wahrscheinlichkeit
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‘Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Beispiel: Wiirfel
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Wahrscheinlichkeit

‘Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Fiir kontinuierliche Zufallsgrofien ist f(z) die Wahrscheinlich-
keitsdichte
dp(x)

= ) 1
fla) = (1)
p(x) ist die Wahrscheinlichkeit, da$ der Wert kleiner oder

gleich x eintritt. Die Wahrscheinlichkeit, dal = in einen gege-
benen Bereich (z1,x2) fillt ist

plry < x < x9) = /f(x) dx. (2)
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Wahrscheinlichkeit
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Gauf3sche Normalverteilung

Die wichtigste Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die Normalver-
teilung, auch Gaussverteilung.

Mit Erwartungswert p und Varianz o2 ist die Dichtefunktion

f(z) = \/2;?6_? (3)
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Wahrscheinlichkeit

Zentraler Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz (central limit theorem) besagt etwa:

Wenn man die Summe von geniigend vielen un-
abhdngigen weitgehend beliebig verteilten Zufallszahlen
bildet, dann erhdlt man eine anndhernd normalverteil-

te Zufallszahl.
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Wahrscheinlichkeit

Zentraler Grenzwertsatz
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Possionverteilung
[ le]e}

Possionverteilung

Wenn man unabhéngige Zufallsereignisse zdhlt, dann erhélt
man eine Poisson verteilte Zufallszahl. Die Wahrscheinlichkeit
bei der néchsten Zidhlung n Ereignisse zu zéhlen ist

Py(n) = AL, (4)

Der Erwartungswert der Poissonverteilung ist A. Die Varianz ist
gleich dem Erwartungswert o2 = \.

Die Standardabweichung einer Zdhlung unabhéingiger Ereignis-
se ist immer die Wurzel der Anzahl der gezidhlten Ereignisse

o=V (5)
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Possionverteilung
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Possionverteilung

Die Summe von poissonverteilten Zufallsgrofen ist poissonver-
teilt. Wenn Z#hlungen addiert werden ist das equivalent einer
léngeren Zahlung.

Nach dem zentralen Grenzwertsatz sind Poissonverteilungen fiir
grofle A annidhernd normal verteilt.
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nverteilung

Possionverteilung
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Mittelwert
[ ]

Schitzung des Erwartungswerts

Die Bildung eines Mittelwertes erlaubt eine einfache Schitzung
des Erwartungswertes und der Varianz einer Messmethode.
Durch Wiederholung der Messung werden n Messwerte a;,

i =1...n gewonnen, die der gleichen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung unterliegen. Wir nehmen natiirlich an, daf§ die Messwerte
normalverteilt sind. Der Mittelwert

a =

2.0 6)

n

ist ein Schitzwert des Erwartungswertes dieser Verteilung.
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Mittelwert
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Schitzung der Varianz

Die Varianz der Verteilung der Messwerte kénnte mit
)2
0_2 _ Z(a’ln ,LLa) (7)

abgeschétzt werden, wenn wir den Erwartungswert u, kennen
wiirden. Statt dessen miissen wird den Mittelwert a nehmen.
Dabei geht uns ein Freiheitsgrad im Z&hler des Bruchs verloren
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Mittelwert

Standardabweichung des Mittelwerts

Der Mittelwert a ist eine Summe normalverteilter Grofien, und
damit auch normalverteilt, mit Erwartungswert p, und Varianz
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Mit dem Schitzwert fiir die Varianz o2

> >la—a)

- = . 1
Das Messergebnis wird angegeben als

a=a+/o2. (11)
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Standardabweichung des Mittelwerts

Mittelwert
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Systematische Fehler

Fehlerquellen, die man durch wiederholen der Messung und
Mittelwertbildung reduzieren kann sind statistische Fehler.
Solche Fehlerquellen sind Rauschen, Z#hlstatistik und andere
nicht-reproduzierbare Einfliisse, wie z.B. Ableseblickwinkel.

Systematische Fehler konnen durch Mittelwertbildung nicht re-
duziert werden. Diese resultieren aus unvollstdndiger Kenntnis
der Messanordnung. Wenn die Skala des verwendeten Zollstocks
ungenau ist, dann niitzt es nichts, die Messung mit dem selben
Zollstock zu wiederholen.

Mann kann die Messung mit verscheidenen Zollstocken ver-
schiedener Hersteller wiederholen. Dann wird aus dem systema-
tischen Fehler ein statistischer. Zumindest wenn weitere Korre-
lationen der Fehler ausgeschlossen werden kénnen.
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Fehler
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Relative Fehler

Den relative Fehler erhélt man, wenn man den absoluten Feh-
ler durch den Messwert teilt. Fehlerfortpflanzung ist besonders
einfach mit relativen Fehlern, wenn die Funktion M(a,b,...)
proportional zu Potenzen der eingesetzten Messwerte ist

M(a,b) = ka"b™. (12)

Der absoluter Fehler ist

our = \/ (nkan=14m)202 + (mkarbm1)20?. (13)

Der relative Fehler ist
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Fehlerfortpflanzung
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Fehlerfortpflanzung

Beliebige Funktionen M(a,b,...) von unabhingigen normalver-
teilten Zufallszahlen ergeben im Allgemeinen keine normalver-
teilten Werte. Wenn die Fehler nicht zu grofl sind, dann kénnen
wir die Funktion in den Fehlern linearisieren, indem wir die
normalverteilten Funktionsargumente a, b, ... durch die Abwei-
chung vom Erwartungswert ersetzen

a =g+ Aa, b=p,+ Ab, ... (15)

Die Zufallszahlen Aa, Ab, ... haben die gleiche Varianz wie die
urspriinglichen Messgrossen und Erwartungswert 0.

M(a,b,...) = M(pa, i, ... ) + 9L Aa+ PLAb+ ... (16)

Der erste Term ist der Erwartungswert von M, und die Varianz
ist
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Fehlerfortpflanzung
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Fehlerfortpflanzung
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