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Kopernikus

Die Einordnung der Erde in die himmli-
schen Gefilde hat Menschen seit Jahrtausen-
den beschaftigt. Was konnte natiirlicher sein,
als dass die Erde im Zentrum des Universums
steht? Diese Haltung wurde schon vor unserer
Zeitrechnung verschiedentlich hinterfragt (Py-
thagoras, Aristarch von Samos), dennoch setz-
te sich das Ptolemaische Weltbild iiber viele
Jahrhunderte durch.

Nicolaus Kopernikus begann sein Werk liber
die Bewegung der Planeten bereits 1506 zu
schreiben, publizierte es allerdings erst 1543,
kurz vor seinem Tode. Er beschrieb darin ein
Weltbild, welches die Sonne ins Zentrum stellte
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und einfachere Berechnungen der Planetenbahnen erlaubte. Seine Berechnungen
waren zwar nicht genauer, als die bereits bekannten, aber eben einfacher.

Galileo Galilei konnte die Planeten erstmals mit dem gerade erfundenen Teleskop
beobachten und fand heraus, dass die Venus Phasen wie der Mond hat, und
dass die Sonne rotiert und [Flecken hat. Erst jetzt wurden Ausserungen, dass
die Planeten um die Sonne kreisen, fiir die Kirche problematisch. Galileo vertrat
die “heliozentrische”™ Meinung, 1616 wurde ihm durch die Inquisition verboten,
diese Meinung in Wort oder Schrift zu verbereiten. lronischerweise verwendete
die katholische Kirche ab 1618 die kopernikanische Ansicht fiir kalendarische
Berechnungen; Kopernikus Werk “De Revolutionibus™ blieb bis 1758 verboten.

Johannes Kepler war ein Verfechter des Kopernikanischen Weltbildes, konnte
aber die sehr genauen Messungen von Tycho Brah nicht mit kreisformigen
Planetenbahnen vereinen.

Lder seinerseits das Kopernikanische Weltbild verneinte.
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Die Keplerschen Gesetze | und IlI

Kepler verwendete die sehr genauen Beobachtungen von Tycho Brahe um seine
Gesetze zu formulieren:

Kepler I: Die Planeten bewegen sich auf Ellip-
senbahnen. In einem Brennpunkt steht die Son-
ne.

Kepler ll: Der Verbindungsstrahl tiberstreicht in
gleichen Zeiten gleiche Flachen.

Damit entspricht das zweite Keplersche Gesetz
der Drehimpulserhaltung.
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Umlaufzeit [Tage]

Die Keplerschen Gesetze |ll
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Kepler IIl: Die Quadrate der

10° 10t

GrolRe Halbachse [AE]

Umlaufszeiten der Planeten um
die Sonne verhalten sich wie die
dritten Potenzen ihrer groBen
Halbachsen:

T2 o T2

— = —. bzw. —é = const.

2 3
s as a;

1

In der Abbildung links sind alle
Kopernikus bekannten Planeten
rot dargestellt, wie auch in den
folgenden zwei Abbildungen.
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Grolse Halbachse [AE]

Man kann nun auch alle heu-
te bekannten Planeten in der-
selben Art und Weise darstel-
len, dies ist nebenan gezeigt. In
dieser doppelt-logarithmischen
Darstellung liegen alle Plane-
ten auf einer Geraden. Dabei
konnen wir deren Steigung be-
stimmen.

Ubung: Bestimmen Sie die
Steigung der Geraden!

Frage: Handelt es sich bei die-
ser Kurve um eine Gerade?

2Streng genommen handelt es sich bei Pluto nicht um einen Planeten, sondern einen Zwergplaneten. Sorry Pluto!
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Ja man kann nun sogar alle

Umlaufzeit? [Tage?]

oo ? Eg‘::{::'aneten _____________ _____________ __________ f ______ I\{Iond? dfes Sonnensystems in
e Monde | g &% | einer dhnlichen Graphik darstel-
ToH @i e,

. @ | Frage: Was ist anders als in
e I .6 """"""" 77| den beiden vorherigen Darstel-
Wl g [ ungen?

| . | ; ; | “Aufgabe”: Nutzen Sie die ent-
L B S S SR | sprechenden Dateiend um  sich

O L,-‘. selber eine solche Abbildung zu
. ..' | erstellen!
107! 10t 103 10° 10’ 10° 10*!

GroRRe Halbachse3x4m?/GM [km3/kg/s?]

3Wie immer: http://www.ieap.uni-kiel.de/et/people/wimmer/teaching/PhysI/
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Die Gravitation

Newton hat erkannt, dass die Keplerschen Gesetze aus derselben Kraft folgen, die
auch Apfel im Fallen beschleunigt. Die Gravitation wirkt zwischen zwei Korpern
mit Massen my und ms.

Aus Kepler | und Il bzw. der Drehimpulserhaltung folgt, dass es sich dabei um
ein zentrales Kraftfeld handeln muss.

F(R) = ()7

Feld: Jedem Punkt im Raum ist eine GroBe zugeordnet, z. B. die Temperatur —
Temperaturfeld. Ist jedem Punkt ein Vektor zugeordnet, wie z. B. die Gravitati-
onskraft, so handelt es sich um ein Vektorfeld. Ein Temperaturfeld ist ein skalares

Feld.
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Die Gravitationskraft wirkt proportional zur Masse eines Korpers, die Gravitation
muss ferner, nach Newton lll, gleich stark auf Korper 1 wirken, wie auf Korper 2
(“actio = reactio”), also

ﬁG = Gm1m2f(7°)7§:
wo G ~ 6,673(10) - 10~ "'m? kg™ 572 die schwierig zu bestimmende Gravitati-
onskonstante ist (siehe Seite [12).

Entlang einer Planetenbahn wirkt die Gravitation als Zentripetalkraft, sie halt den
Planeten auf seiner Bahn (beschleunigte Bewegung!)

Gm;Mg f(r;) = mjwir;, wo wegen Kepler IIl  w? o T¢_2 x ;0

7 7

und folglich f(r;) oc r; 2. Die Masse des Zentralkdrpers wird hier als die der
Sonne, M angenommen. ® ist das astronomische Zeichen fiir die Sonne.
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Das Newtonsche Gravitatonsgesetz

Damit lautet das Newtonsche Gravitationsgesetz

wo G ~ 6,673(10) - 10~ "'m?® kg~' s72 im Experiment von Cavendish (siehe
Seite [12)) bestimmt wird.
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Das Newtonsche Gravitatonsgesetz und Kepler lli|

Das Newtonsche Gravitatonsgesetz und Kepler Il lauten

mM T2
5 und — = const.

F=-G 3

r

Die Rolle der Zentripetalkraft bei Planetenbahnen wird durch die Gravitation
libernommen.

(277)2T3.
GM

M =27 27\ 2
mM /T, GM:<—7T> 23 2

“ T

72

Bei bekanntem G kann aus den Umlaufszeiten von Planeten und ihren Abstianden
vom Zentralgestirn (z. B. Sonne) dessen Masse bestimmt werden.
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Man kann dies aber auch ausnutzen, um die
Masse des supermassiven schwarzen Loches im
Zentrum der Galaxie zu bestimmen. Stark ver-
einfacht haben Ghez und ihre Mitarbeiterlnnen
liber mehr als 20 Jahre lang die Bahnen von
Sternen in der Nahe des Zentrums der Gala-
xie verfolgt. Nachdem sie die Bahnhalbachsen
und Umlaufsperioden von zwei Sternen S0-2
und S0-102 (15,56 und 11,5 Jahre) bestimmt
hatten, konnten sie die Masse des zentralen
schwarzen Loches zu 4.14-0.6-10° M., bestim-
menH Nobelpreis 202!

*Die Abb. stammt von http://www.astro.ucla.edu/~ghezgroup/gc/blackhole.html, wo auch weiterfiihren-

de Artikel zitiert werden.

5https://Www.nobelprize.org/prizes/physics/2020/press-release/
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Messung von G mit der Drehwaage von Cavendish

o
@

Moy

| 21, |

myp = Mo SL/l\(/\aLlLaLQ

M, — M, U Laser
Laser Verdrillung des Fadens: Drehmoment M = %G*fl—;l

Gleichgewicht des riicktreibenden Drehmomentes M und des durch die Gravitation
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ausgeiibten Drehmomentes Mo = 2F oL, wo

M 47\ 2 1
Fo = G =G ( W) pPri R —

r2 3 L2’

Die Gravitationskonstante kann nun ermittelt werden:

Ar\? , 4 41 1w, d
G(?) R T N Tk
o 9G™ r2(d/2)4¢
64 lLp*riR3

wo G* der Torsionsmodul, [ die Lange und d der Durchmesser des Fadens sind
(siehe spater).
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Bestimmung von g

Die Bewegungsgleichung fiir das Pendel lautet:
mgsin ¢ = —mL(%.

Diese nichtlineare Differentialgleichung kann
durch Reihenentwicklung gelost werden:

3
singb%gb—y—k...

Die nichtlinearen Terme konnen fiir kleine ¢ vernachlassigt werden. Damit

mgop = —mL¢. Was fiir eine Gleichung ist dies?
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Dies ist eine Schwingungsgleichung mit der Losung

¢(t) = Asin(+/g/L t), wo die Schwingungsdauer T =2mw+\/L/g.

Fiir groBe Winkel ist eine vertiefte mathematische Arbeit erforderlich, die im
Demtroder erlautert wird. Die Losung ist ein sog. elliptisches Integral:

=44/ L / i , wo K =sin(¢g/2)

K281I1 £

und ¢g der Anfangswert fiir ¢ ist.
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Potentielle Energie im Gravitationsfeld

Wir konnen einfach die potentielle Energie einer Masse m im Gravitationsfeld
einer Masse M berechnen. Die Arbeit A, die erforderlich ist, um einen Korper
vom Abstand rg in einen Abstand ry zu bringen ist

. 1 1
A= Kraftheg——GMm/ dr:—GMm(———).

To 1
Die erforderliche Arbeit, um einen Korper unendlich weit wegzubringen, ist daher

A= —GMmi.
ro
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Das Gravitationspotential

Die Arbeit pro Masse, die aufgewendet werden muss, um einen Korper ins
Unendliche zu befordern, wird Potential U genannt.

U=—-GM/r

Dass der Nullpunkt im Unendlichen liegt, ist Konvention@. Die Gravitationskraft
kann als “Steigung” des Potentials gedeutet werden:

Fdr = —dU = —VUdr,

wo der Differentialoperator V der sogenannte Gradient ist,

Vool el el
- o Yoy o Cor

®Damit sind Bahnen mit positiver Energie ungebunden, solche mit negativer Energie gebunden.

und damit F = —VU. (1)
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Das Potential innerhalb einer Hohlkugel

Durch die gestrichelte Kugelflache miissen gleich viele
Feldlinien hinein- wie hinausfiihren. Auf jeden Punkt P
muss wegen der Kugelsymmetrie dieselbe Kraft wirken.
Dies ist nur erfiillt, wenn gar keine Feldlinien durch die
Kugeloberflache stoBen, also auf P und P’ keine Kraft
wirkt. Im Inneren der Kugel wirken deshalb keine Krafte,
d. h. das Potential ist konstant.

Man kann das auch anders verstehen. Die Anziehungskraft der Hohlkugel ist
fir jedes Raumwinkelelement df2 gleich, egal in welche Richtung es zeigt.
Zeigt es vom Punkt P nach rechts, so ‘“sieht es” die Flache A; = r%dQ,
zeigt es nach links, so “sieht es” die Fliche Ay = r5dQ). Ist die Kugelfliche
homogen, so ist das Verhiltnis M, /r? = pA;/r? = pAs/r5 = p = const. Weil
dQ; = Ay /r? = dQy = Ay /75 verschwindet die resultierende Kraft am Punkt P.
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Das Potential auBBerhalb einer Kugel

Der rot angedeutete Kreisring mit homogener
Massendichte hat vom Punkt P iiberall denselben

Abstand r. Seine Masse betragt
rR=0pP P

dM = 2mwpydsda = 2mpadzda

~—~ds = dz/sin 6

weil ds = dx/sin? und y = asind. Die potenti-
= —a T = ta elle Energie einer kleinen Probemasse m im Punkt
P ist dann

AM
dEp = —q1& 2
T

Das Gravitationsfeld einer Hohlkugel mit Radius a und Dicke da im Punkte P
berechnet sich nun als das Integral iiber alle Kreisringe mit Dicke da und Radius
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—I—ad
E,= -G 27 padam Tx
Nun gilt ja
r = y*+(R—2x)°=y*+2°+ R* - 2Rx,
= a°+ R? — 2Rz, und damit dr/dz = —R/7. (2)

Mit Glg.[2 erhalten wir fiir den Beitrag einer Kugelschale

2 d fima M
Ep = TrPeftma dr = —G%, weil M = 4mpa’da (3)

R R+a
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die Masse der Kugelschale ist. Die Gravitationskraft ist folglich

mM;

= = dEp
— T.

Fo=—VEr=—1r =

Zusammenfassend konnen wir also sagen, dass

e das Potential im Inneren einer homogenen Hohlkugel verschwindet,

e das Potential auBerhalb einer homogenen Kugel der Masse M dasselbe ist,
wie das einer Punktmasse M im Zentrum der Kugel.

e \Weil die Masse einer Kugelschale quadratisch mit ihrem Radius zunimmt, sieht

das Potential innerhalb und auBerhalb einer homogenen Vollkugel mit Radius
a wie auf der nachsten Seite aus.
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U(r) ~-1/r

r>a
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Anwendung |: Die Gezeiten

Erde

O Mond

o

Im Erdmittelpunkt (und nur dort!) heben sich die Gravitationskraft F¢: und die
Zentrifugalkraft F'; gerade auf, also Fg = —F.
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Die Richtung und der Betrag der Zentrifugalkraft sind also bekannt (—Fg),
die/der der Gravitationskraft in jedem Punkt auch. Fiir die Punkte A und B
lautet die durch den Mond auf einen Massenpunkt der Masse m ausgeiibte Kraft

Es ergibt sich somit eine resultierende Kraft

—

AF = Fo+ Fy = Fa(ra) — Fa(rg), oder AF = Fo(rg) — Ea(ro),
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die wir nun berechnen konnen.

— mMM 1 r
AFy, = -G —1)-
! r? (<1+R/r>2 )

2mMy; R7 i R

~ M 9Fg(n)=,

r r r

weil (14 R/r)? ~ 1 — 2R/r. Die Beschleunigung in den Punkten A oder B ist

sehr klein,
AF _gIn
m S

Trotzdem fiihrt diese kleine Kraft zum Auftreten der Gezeiten.

"Siehe z.B. https://www.norddeich.de/service/nordsee-urlaub-planen/gezeiten-in-norddeich/
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: Abstand Erde-Mond

Die schnelle Erdrotation fiihrt Uber

1 die Reibung zu einer leichten Be-

schleunigung der Flutwelle gegeniiber
der Mondlage. Diese eilen dem Mond

1 also leicht wvoraus, was zu einem

Drehmoment auf die Erde fiihrt, wel-
ches ihren Drehimpuls verringert. Im

1 System Erde-Mond muss er aber

ehalten bleiben, weshalb der Mond
ihn libernimmt (iiber die leichte Gra-

1 vitationskraft der Flutwelle!). (Nach

Bills und Ray, (1999))
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Bewegung von zwei Korpern

Nun ist also das Gravitationsgesetz bekannt und die erforderliche Konstante GG
gemessen. Man kann den SpieB jetzt umdrehen und z. B. die Planetenbahnen aus
dem Gravitations- und Impulserhaltungsgesetz herleiten.

Unterschied: Wir erkennen, dass die Bewegung um den gemeinsamen Schwerpunkt
verlauft! Bahnen konnen auch Hyperbeln oder Parabeln sein!

Allgemein: Bahnen sind Kegelschnitte (Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln)
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Fluchtgeschwindigkeiten

Als Anwendung des Potentialbegriffs untersuchen wir die Mindestgeschwindigkeit,
die eine Rakete haben muss, um die Erde zu verlassen.

An der Erdoberfliche wirkt die Kraft mg = —GMm/r3, also g = —GM/r4. Die
Beschleunigung auf einen Korper der Masse m ist folglich

a=—GM/r*, wo r der Abstand zum Erdmittelpunkt ist.

Wir schreiben nun
dv B dv dr B dov

a:dt_dfr'dt_d'rv’
und damit
ntegration 1 GM
v-dv:a-dr:—GM/Ter Integration, 51}2: + C, (4)
r

wo C' die Integrationskonstante ist.
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Fluchtgeschwindigkeiten |I

Wir 16sen das Problem nun fiir einen senkrechten ‘“{Abschuss’ mit (senkrechter)
Anfangsgeschwindigkeit vy an der Erdoberflache (Radius Rg).

1 GM 1
C = 5’08 — R—EB 5”00 QR@, weil g = GM/R2

Wir setzen dies nun in Glg. 4 ein und erhalten

1 GM 1 gR% 1
5712: . +2’Uo gRe = —+2?Jo gRe.

Bei der maximalen Steighohe r» = r,.x wird v = 0 sein, woraus wir diese Hohe

bestimmen konnen:
Rg
I'max — 5
1 Yy

QQR@
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Dieser Ausdruck wird fiir vg = \/2Rgg gleich unendlich, d.h.ein Korper, der
die Erde mit dieser Geschwindigkeit verlasst, kann unendlich weit* fliegen! Wir

setzen noch den Ausdruck fiir die Erdbeschleunigung ein und erhalten

[2GM
vy = V/2Rg = \/QR@ }Gz = 11,2 km/s
D

wo M die Erdmasse ist.

Ein Problem ist natiirlich, dass 11,2 km/s ziemlich schnell ist.

*Aber wirklich: unendlich weit?

Physik I, V7, Seite 30



Fluchtgeschwindigkeiten |l

Die soeben gefundene Fluchtgeschwindigkeit heisst zweite Fluchtgeschwin-
digkeit oder zweite kritische Geschwindigkeit. Um das Gravitationsfeld der
massiven Sonne liberwinden, muss eine Rakete natiirlich noch schneller sein:

Ve = \/2GMy/R = 617,284 km/s

Aber halt, das ist die Geschwindigkeit, die eine Raumsonde braucht um wvon
der Oberfliche der Sonne aus das Sonnensystem zu verlassen. Von der
Erdumlaufbahn bei einer astronomischen Einheit (AE) aus (R = 1 AE) braucht
sie

vE = \/2GM/Rg = 42,07 km/s.

Man nennt dies die dritte Fluchtgeschwindigkeit oder dritte kritische
Geschwindigkeit.
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Fluchtgeschwindigkeiten |V

Die erste Fluchtgeschwindigkeit oder erste kritische Geschwindigkeit ist die
Geschwindigkeit, die ein Korper braucht, um gerade die Erde zu umkreisen,
also die Geschwindigkeit, mit der eine stabile Kreisbahn moglich ist. Dazu muss
die Zentrifugalkraft auf das kreisférmig bewegte (also beschleunigte) Raumschiff
gerade die Gravitationskraft kompensieren, also

2 M M
moy  GMm und damit v = M

Ry  R2 Re

fur ein “Raumschiff’, welches haarscharf (iber der Erdoberfliche um die
Erde saust. Bei tangentialem Abschuss reicht diese Geschwindigkeit, bei
Vernachlassigung der Reibung, gerade aus, damit die Rakete nicht auf den
Erdboden zurtickfallt.
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Verbesserte Formulierung des Gravitationgesetzes

Der Schwerpunkt Erde-Sonne oder Erde-Mond bleibt kraftefrei, d. h. dass sich die
Bewegung der Erde und Sonne unterteilen lasst in Bewegung des Schwerpunktes
und eine liberlagerte Bewegung des Planeten. Wir hatten in V4 (S.32) schon
gesehen, dass man dieses Problem am besten mit der reduzierten Masse u
behandelt,

d?7 GMmr

Pae ~ re r
Die Bewegung ist gleich der Bewegung eines Satelliten der reduzierten Masse
p= Mm/(M + m) um die im Schwerpunkt festgehaltene Masse M = M + m.
Beide Korper bewegen sich auf Ellipsen; der Schwerpunkt des Systems sitzt
im gemeinsamen Brennpunkt. Wir diskutieren im Folgenden, wie man diese
Fragestellung behandelt.
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Wiederholung: Bewegung zweier Teilchen im
Schwerpunktsystem

Nach Voraussetzung wirken keine duBeren Krafte auf das System, d. h.es wirken
nur die inneren Krafte F12 und F21 Beispiel: Zentralstern mit nur einem Planeten.

ﬁ12(f1752) = my T, (5) ﬁm(ﬁﬁz) = Mo s, (6)

Wir bilden nun die Summe und die Differenz dieser beiden Gleichungen.

() + () — ml.%'l + mgég = O, (7) () - () — ml.f"l — mg.fcl_.j)g, (8)
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Nach Newton 3 verschwindet ﬁ12 + ﬁzl. Mit der Definition von R (der Ort des
Schwerpunktes) kann ich Glg[7l schreiben als

mi1T1 + Mol

ﬁ = , —> mlz.?l + mgé’g = (m1 + mg)é = 0. (9)

my + Mg
Wir haben also aus den Gleichungen und @ eine Bewegungsgleichung fiir
den Schwerpunkt isoliert. Aus der Differenz der Gleichungen Bl und [ isolieren
wir nun eine Gleichung, welche die Relativbewegung der beiden Massenpunkte
beschreibt. Ich definiere den Vektor ¥ = &1 — &5, der von my zu m; zeigt. Die
Beschleunigung, die der eine Korper auf den anderen auswirkt, ist

s . (1 1\a . - -
N . 4+ Fio, weil Fig = —F5.
mi M2

Die Summe der beiden Krafte ]312 und ﬁ21 ist nichts anderes als die Gesamtkraft,
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die auf den S;hwerpunkt wirkt, und die verschwindet nach Voraussetzung,
ﬁlg — —ﬁgl. r stellt die Anderung der Relativgeschwindigkeit zwischen den
Korpern 1 und 2 mit der Zeit dar. Mit der Definition der reduzierten Masse u
kann eine besonders einfache Bewegungsgleichung gefunden werden

. mima = ”
" miy + ma2 2 (10)

Dieses Problem ist nun mathematisch einfach zu behandeln. Es beschreibt die
Bahn eines Korpers der Masse © im Gravitationspotential eines massiveren
Korpers der Masse M = mj 4+ mo. Wenn ich dann die Loésung fiir 7 gefunden
habe, kann ich die Bahn der Kérper 1 und 2 wiederum schreiben als (Ubung!)

7,(t) = R(t) + mlﬂmefF(t), (11)  Zo(t) = B(t) — ml”fmf(t). (12)
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Mathematische Behandlung

Wir haben also nur noch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zu I6sen,
allerdings auch in zwei Dimensionen. Dies ist heute selbst mit einfachen PCs
ohne weiteres moglich. Die zu losende Differentialgleichung lautet also

d277 mi1mm»9 r
poy = G
de® 72 |7

L wWo 7= F) — To. (13)

Effektiv haben wir also “gleichzeitig” zwei Differentialgleichungen zweiter
Ordnung zu ldsen:

d?r,, _ _Gm1m2 Ty
e =G
M% __gmamery

® = A
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Das in solchen Fallen bewahrte Losungsschema besteht nun darin, dass man
jede dieser Differentialgleichungen zweiten Grades in zwei Differentialgleichungen
ersten Grades liberfiihrt:

T =, (14)
L -
% = Uy, (16)
d G

b - S

Die Anfangsbedingungen r,0 = 70, V20 = Vz0, Tyo = Tyo und v,0 = v,p Missen
bekannt sein damit dieses System von Gleichungen integriert werden kann.
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Dieses System von Differentialgleichungen ersten Grades kann z.B.numerisch
gelost werden. Die Skripting-Sprache python erlaubt dies mit den Zusatzpaketen
numpy und scipy in ein paar Zeilen. Ein Beispiel-Skript animate_earth_moon.py
habe ich am gewohnten Ort abgelegt. Spielen Sie damit und finden Sie heraus,

wie es funktioniert!

le8

4 + Earth
+ Moon

y [m]

e e NI

Mit diesem Skript konnen Sie verfolgen, wie sich
Mond und Erde unter dem Einfluss der Gravitati-
on im Erde-Mond-System bewegen. Achtung: Die
Simulation ist stark vereinfacht! Der Mond ist als
schwarzer Punkt sichtbar, die Erde als kleiner roter
Punkt und der gemeinsame Schwerpunkt als blaues
“4+". Damit man die Dynamik besser sieht, kann man
im Skript die Masse des Mondes vervielfachen — was
man numerisch nicht alles tun kann!
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Elastische StoBe im Schwerpunktsystem

Bei einem solchen StoB muss wegen ps s = 0 auch vor und nach dem StoB gelten
vorher: Py g = —pa,s und nachher: p| g = —phg.

Einsetzen in die Energieerhaltung ergibt mit p; = m;v;

1/ 1 1 1/ 1 1
3 (ot o) o= 5 (oot o ) s @

2 mi mo

wo () eine mogliche Anderung der Energie bei inelastischen StéBen bedeute.
Verwenden wir die reduzierte Masse p, so

/2 2
P1s Pi.s

214 21

+ Q.
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Fiir elastische StéBe ist @ = 0 (nach Definition), folglich p?g = pf ¢ und
P’zz,s:pg,s-

Dies lasst lediglich eine Drehung der Impulse zu!

—_—
—
-—

Laborsystem Schwerpunktsystem
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Planetenbahnen

Zur Berechnung nutzen wir aus, dass die totale Energie sowie der Drehimpuls
erhalten sein miissen.

Etot = Ekin -+ Epot — const.
= %rz—l—ET > + Epot, WO rqﬁ—%
L? -
Fiot = @rz + + Epot denn L = mr2q5.

2 2mr?

Also verandert sich die Geschwindigkeit

. dr 2 L?
r = dt \/m (E — Epot — 2m’)"2)’ wo FE = Etot
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und die Winkelgeschwindigkeit

d¢ L -
E W denn L =mr ¢

Division ergibt
do L

dr '
mr\/ (E Eoot — 25;)

Mittels Integration erhalt man nun eine Polardarstellung der Planetenbahn

r=r(p).

¢
/(bod<b=¢—¢0 / \/ E — Epot — 2mr>

Physik I, V7, Seite 43



Mit o = 0 und E,ot = —GMm/r wird das Integral l16sbar (nachschlagbar. . . )

¢ = arccos L'Jr — Gm*M :
V(Gm2M)2 + 2mEL?

was mit den Abkiirzungen

GmM 2F L2
a= — Yo und €= 1+G2m3M2

einfacher aussieht

a(1—62)—fr).

Er

¢ = arccos (
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Auflosung nach 1/r liefert eine Gleichung fiir Kegelschnitte:

I  1+4ecoso
r oa(l—e2)’

Dies kann einfach gesehen werden: Obige Gleichung beschreibt z. B. eine Ellipse
mit groBer Halbachse a und Exzentrizitit e. Wir konnen in ein kartesisches
Koordinatensystem mit Ursprung im Brennpunkt S umrechnen, indem wir
schreiben £ = rcos¢ und n =rsin¢

a(l—€*) = r(1+ecosq)

a(l —€) —¢&e = /&2 +n2

Eine Translation des Ursprungs in den Mittelpunkt der Ellipse (des Kegelschnittes)
erreichen wir mit der Transformation & = x—ae und n = y, womit nach Quadrieren
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obiger Gleichung und Sammlung aller Terme mit £ auf der linken Seite

£% + 2aef — 2a€’°E — €267 = —y* 4+ a?(1 — €)?
£% + 2aef + a’e* — a’e® — €2(€%2 4 2ae€ + a’e® —a’e?) = —y?+a?(1l —€%)?
(€ +ae)? —(E+ae)? —ae*(1 —€*) = —y?+a*(1—¢€)?
(E+ae)*(1—e)+y? = a*(1—€e)?+ae*(1 -
72 2 72 2
=4+ -

a’>  a*(l—€?) a* b
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Kegelschnitte

_ a(1—62)

— T+ecosd
O<e<l1
Kreis fir e = 0

Parabel flire = 1

_ ale-1)
r= 1+€cos ¢
e >1

(1+e) GM
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Mars 2020

Aus den Anfangsbedingungen folgt

2
TE’UO L 1
GM

E —

Hohmann Transferorbit

Fir rg und rjs die Ellipsengleichung
anwenden und dividieren fiihrt zu

Obiges Resultat fiir € einsetzen ergibt
2 _ GM 2rpp/Te
UO _ ’I"E 1—|—T‘M/’I”E

DrehQimpuIserhaLtung besagt rpvg = ryrv1 und damit
’I“M’Ul o TE T’E’UE o 2 < 1
GM — rpp GM 0 14rpp/re

Damit kann nun einfach ausgerechnet werden, um wieviel Mars 2020 bei der Erde
und bei Mars beschleunigt werden muss. Bei der Erde muss die Tragerrakete also
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eine Geschwindigkeit vy erreichen, die um Avg = vg — vg groBer ist als v,. Bei
Mars muss der “Bus” die Sonde auf die Umlaufgeschwindigkeit beschleunigen
um Avy = v — vy

GM 2
Avg =v9g — Vg = \/ ru/re

TE 1—7“M/7°E

GM 2
A o — VM — ]_ —
o=ty T ( \/1 + TM/TE>

und die total notwendige Geschwindigkeitsanderung Auvio; = Avg + Awvy.
Weitere Informationen: https://mars.nasa.gov/mars2020/
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Die Rotation von Galaxien

v \ Um auf einer Kreisbahn zu bleiben, muss gelten
\_ v = const.
| mM — muv? s GM GM
A G—— = ,alsov” = — v = .
DT r r r r
|
T Interessanterweise zeigen aber Beobachtungen

von Rotationskurven von Galaxien ein anderes Verhalten, namlich v =~ const.
Dies kann mit der Newtonschen Gravitation nur dadurch erklart werden, dass die
gravitative Masse mit galaktozentrischen Abstand zunimmt:

M(r) o< (v°r)/(G).

Das Problem ist, dass die sichtbare Masse sich nicht so verhalt! Gibt es in
Galaxien einen Halo von "Dunkler Materie” ?
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Der Virialsatz

Der Virialsatz erlaubt es, fiir ein hochkomple-
xes System von wechselwirkenden Teilchen
die mittlere totale kinetische Energie K mit
der mittleren potentiellen zu vergleichen.

QKZZi:pz”Ui:% me —Z"“ipu

(18)
wo K die ungemittelte kinetische Energie
des Systems sei. Zudem wissen wir ja, dass
nach Glg. I die Kraft, ' = p = (9/0r)U.
Der erste Term auf der rechten Seite von Glg. 18 verschwindet, wenn ich iiber
geniigend groBe Zeiten mittle. Wir definieren deshalb den zeitlichen Mittelwert
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einer Funktion g,

g = lim = dtﬁ, wo g =G. (19)

T—=00 T Jo dt

Ist G (im mathematischen Sinne) beschrankt, so gilt § = 0, was die Behauptung
beweist. Somit “iiberlebt” nur der zweite Term auf der rechten Seite von Glg.
und wir schreiben mit F' = p = (0/0r)U

2K = Z rz 57“z

Wir mitteln nun wie in Glg. 19 definiert und verwenden, dass das Gravitationspo-
tential U ~ 1/r, ) )
2K = —U, der sog. Virialsatz. (20)
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Jeans-Kollaps und die Entstehung des Sonnensystems

Fiir eine kugelformige und homogene interstellare Molekularwolke lasst sich die
potentielle Energie einfach berechnen. Die mittlere Dichte

M 4
p=p= 3 und damit M (r) = gr?’ﬁ.

Die potentielle Energie eines Massenelementes dm = 4mr?pdr in einer Kugelschale
betragt (Glg. B3))

M (r)r?

dU = —4nGp

R
dr also U:—47TG,5/ dr M (r)r.
0
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Integration ergibt

——47T,02G/ drr®

_1672G °R°> = —§GM2 und nach Virialsatz
5 7T TF R

3 GM?

10 R

Wir kennen aber die mittlere kinetische Energie in der Wolke!

[_(zéNkT, WO Nzﬂ.
2 KM H
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Ist nun 2K < U, so kollabiert die Wolke.

M M2 Ar M\ Y3
s M yp o 3¢ ,woR=(1—>

LM 5 R 3 p
kT [4r \/3
G5 (;p) < M?3 also
MM E
5kT \>/? [4x V2
M; = — < M.
’ (GumH> (3")

Fur M > M, die Jeans-Masse, ist die Wolke instabil, kollabiert, und bildet einen
Stern (evtl. mit Planetensystem).
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Das Olbers’sche Paradoxon

Im Universum seien Sterne homogen mit einer Dichte von n Sternen pro
Volumeneinheit verteilt, z.B.n Sterne pro Mpc3. Deren durchschnittliche
Leuchtkraft betrage L, womit die bei der Erde gemessene Intensitat eines Sternes

L .
I = - Ist.

In einer Kugelschale zwischen r und r + dr befinden sich N = ndrr2dr Sterne.
Die Summe der Intensitiaten des bei der Erde ankommenden Lichtes aller Sterne
Ist also

dl =

1 2-n-47rfr2d7“:n-L-dfr,
r
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was, uber alle Abstande summiert, ergibt,
1 :/ drnLr = oo.
0

Das Integral divergiert, was offensichtlich nicht sein darf. So heiB3 ist die Erde nun

auch wieder nicht! Damit haben wir ein Problem, das sog. Olbers'sche Paradoxon
(1758 — 1840).
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“Ausrede 1”: Sterne verdecken sich gegenseitig

R Als Ausrede wurde oft genannt,

e dass sich Sterne gegenseitig be-
C___f______,___/D‘ decken wiirden und also nicht das
Q____________::_______i____] Licht von allen Sternen die Erde
Q__"____Q:_:_:_i_:;_:_\;&. erreichen konne. Ein solches Argu-

== > ment kann folgendermaBen leicht
T imax entkraftet werden. Der mittlere

Sternradius betrage R. Eine vollstandige Bedeckung entsteht also erst, wenn
der Abstand 7., lberschritten wird. Dann sind im Zylinder links N = nAr,.x
Sterne und es muss gelten

1
nrR2

NrR?=A=n-A- TmaXﬂ'RQ = Tmax =

Die Intensitat, die bei der Erde von allen Sternen bis zu einem Abstand 7.x
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auftrifft, ist I(rmax) = n-L-Tmax = L/(wR?), was gerade die sog. Flichenhelligkeit
ist. Diese ist aber vom Abstand unabhangig, wie man leicht einsieht, denn die
sichtbare Flache, wie auch die intensitat nehmen mit 1/7“2 ab. Aus dieser
Uberlegung, ja aus dieser “Ausrede” erscheint das Olbers'sche Paradoxon schirfer
denn je: Der Himmel miisste in jeder Richtung gleich hell sein wie die Sonne!

Eine weitere “Ausrede” funktioniert auch nicht,
namlich die, dass dichte interstellare Wolken,
wie die links abgebildete, das Licht der Ster-
ne absorbieren wiirden. Wir wissen ja jetzt,
dass Energie erhalten bleibt und nicht “einfach
verschwindet”. Das Licht der dahinterliegen-
den Sterne wird also die Wolken aufwarmen
(das der davorliegenden natiirlich auch). Diese
heizen sich auf, bis sie gleich viel Energie
abstrahlen, wie sie aufnehmen, bis sie sich
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also im Gleichgewicht mit ihrer Umgebung befinden. Wenn sie sich aber im
Gleichgewicht befinden, strahlen sie nach den Uberlegungen auf der vorigen Folie
gleich hell, wie die Sterne. Deshalb funktioniert auch diese “Ausrede” nicht.
Vielmehr zeigt sich ein Ausweg aus dem Olbers'schen Paradoxon: Wenn das

Universum nicht unendlich alt, bzw. nicht unendlich groB3 ist, kann das Olbers’sche
Paradoxon gelost werden.
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Techniken der Entfernungsmessung

Zwei Methoden zur Entfernungsbestimmung
wurden bis vor kurzem genutzt um die Hubble-
Konstante zu bestimmen, die Methode der
variablen Cepheiden und die Methode der
Supernovae Typ la. Frau Leavitt hat 1912
entdeckt, dass diese Sorte von Sternen in
der Magellanschen Wolke eine Periode in
threr scheinbaren Helligkeit hatten und dass
diese Periode mit der scheinbaren Helligkeit in
einer Beziehung stand. Wegen des bekannten
Abstandes zur kleinen Magellanschen Wolke, war damit die Periode-Leuchtkraft
Beziehung gefunden und konnte fiir Entfernungsmessungen verwendet werden.
Supernovae vom Typ la konnen wegen ihrer bekannten Helligkeit bis in weite
Entfernungen als “Standardkerzen” verwendet werden.

Cepheid Variable Star in Galaxy M100 HST-WFPC2
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Die Hubble-Konstante

Slipher hat bereits 1914 herausgefunden, dass das Licht von “Nebeln” rotver-
schoben war, was er als Dopplereffekt interpretierte, der entehe, wenn sich diese
Nebel von uns wegbewegen.

Hubble hat sowohl die Entfernung zu fernen Galaxien gemessen wie auch die
Rotverschiebung von Spektrallinien, die durch diese Galaxien emittiert wurden.

Er fand, dass die Spektrallinien einer Galaxie rotverschoben waren. Dies wurde
auf einen Dopplereffekt zuriickgefiihrt. Die Rotverschiebung kann dadurch erklart
werden, dass die Wellenlange des Lichtes verschoben wird, wenn sich die Quelle
mit einer Geschwindigkeit v von einem entfernt, dhnlich wie sich der Sirenenton
eines Feuerwehrautos verandert, wenn sich dieses auf uns zu oder von uns weg
bewegt.

Hubble fand, dass die auf diese Weise bestimmten Geschwindigkeiten der Galaxien
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nach dem Abstand der Galaxien ordnen lieBen und dass
v=H -r, (Das Hubble-Gesetz),

wor 1 der Abstand von der Erde ist. Aus den Messungen von WMAP wissen wir
heute, dass Hy = 69.32 + 0.8 (km/s)/Mpc betragt, aus Messungen vom Hubble
Space Telescope , dass Hy = 72.1 2.0 (km/s)/Mpc. Damit ist experimentell
bestatigt, dass sich das Universum ausdehnt.

Wird die Hubble-Konstante mit anderen Techniken gemessen, so zeigen sich
signifikante Differenzen! Wir wissen also auch, dass wir das Universum nicht
verstehen.
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