Dynamik des Massenpunktes

Dynamik: Beschreibt die Bewegung von Korpern unter Beriicksichtigung der auf
die Korper wirkenden Krafte.

Damit versucht die Dynamik, Ursachen fiir die Bewegung von Korpern zu be-
schreiben.

Krafte verursachen Verdnderungen im (Bewegungs-)zustand von Korpern. Die
Newtonschen Gesetze setzen die kinematischen GroBen “Geschwindigkeit” und

“Beschleunigung” in Verbindung mit Kraften.

Die Veranderungen im Bewegungszustand von Korpern konnen durch
sog. Bewegungsgleichungen beschrieben werden.
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Tragheit: Das erste Newtonsche Gesetz |

Gleichformige Bewegung — in mitbewegtes Bezugssystem transformieren und der
Korper ist in Ruhe!

Zerlegung von Bewegungen (Boot im Fluss, Flugzeug mit Seitenwind): Eine
gleichformige, geradlinige Bewegung erscheint in allen sich gleichformig, geradlinig
bewegenden Bezugssystemen gleichformig und geradlinig.

Newton 1: Ein Korper, auf den keine duBeren Einfliisse wirken, verharrt in
Ruhe bzw. einer gleichformigen, geradlinigen Bewegung.

Das “Bestreben” eines Korpers, in einer gleichformig geradlinigen Bewegung zu
verharren, nennt man “Tragheit” (Bsp. Passagiere im abrupt bremsenden Bus).
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Tragheit: Das erste Newtonsche Gesetz ||

Was ist “Tragheit” ? “Bestreben”? “Gleichformig, geradlinig’? Bleibt ein Korper
nicht irgendwann mal stehen?

e Gleichformig, geradlinig: fi—f = 0.

e Stehenbleiben: Bei rauhen Unterlagen schon. . . und bei weniger rauhen Unter-
lagen dauert’s langer, etc., bis der Korper eben nicht mehr stehen bleibt! Ein
Effekt der Reibung, die wir bald genauer untersuchen werden.

e Tragheit: Eine Eigenschaft des Korpers und der Bewegung. “Schwere” Korper
sind “trager’, wie auch “schnelle” Korper. Und dann erst “schnelle”, “schwere”
Korper! Also: Tragheit — Impuls p = mv = “Impuls”.
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Tragheit: Das erste Newtonsche Gesetz Il

Dabei haben wir einen bisher undefinierten Begriff “Masse” eingefiihrt, den wir
im folgenden Kapitel genauer einfiihren werden. Soweit halten wir fest:

Newton 1, zweite Formulierung: Ein Korper, auf den keine duBeren Ein-
fliisse wirken, behalt seinen Impuls bei:

— — d_) —
F=0, — <L_q.
dt

(dp/dt = 0 bedeutet ja, dass sich der Impuls zeitlich nicht dndert, d.h., der Impuls
bleibt erhalten.)
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Die Kraft: Das zweite Newtonsche Gesetz |

Wir definieren Kraft als den iuBeren Einfluss F, der den Impuls p eines Korpers
verandert.

- . dp d(mv)  dm dv
F — — = — -
dt dt Ty

Wir betrachten zunachst Korper konstanter Masse. Verandert sich deren Impuls,
so wirkt auf den Korper eine Kraft, welche in diesem Fall eine Geschwindig-
keitsianderung, also eine Beschleunigung hervorruft.

- dv . i
F=m—=ma fir konstante Masse m.

dt
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Die Kraft: Das zweite Newtonsche Gesetz |l

Newton 2: Wirkt eine Kraft auf einen Korper, so andert sich sein Impuls
proportional zur und entlang der angreifenden Kraft.

Newton 2 ist das Grundgesetz der Dynamik. In der Form

dp

F=-—=
dt

gilt es z. B. fiir eine Rakete sowohl wahrend, wie auch nach der Brennphase.
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Masse

Der soeben eingefiihrte Begriff der Masse ist nicht unproblematisch. Der Ursprung
der Masse liegt im Higgs-Boson, welches erst 2012 am CERN gefunden wurde.
Die Problematik duBert sich auch in der alten, bis zum 20. Mai 2019 giiltigen
Definition der Masse, dem etwas archaisch anmutenden Urkilogramm in Paris!
Die Masse ist additiv. Wir definieren sie als den Proportionalitatsfaktor zwischen
Kraft und Beschleunigung (sog. trage Masse)

Kk Kk
m] = kg, folglich [p] ==, [F]=—=Z2=N,
S S

1Seit dem 20.Mai 2019 ist das Kilogramm definiert, indem fiir die Planck-Konstante h der Zahlenwert
6,6260701510_34 kg m2/s festgelegt wird, ausgedriickt in der Einheit Js, die gleich kg m2/s ist, wobei der
Meter und die Sekunde mittels ¢ und Avcyg definiert sind.
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Dichte

Mit den bekannten GroBen kann nun auch die Dichte p definiert werden als das
Verhiltnis von Masse zum aufgespannten Volumen eines homogenen Korpers:

Dichte p = %, [p] = kg/m?>.

Die Dichte ist nicht konstant, sondern hangt z. B. von der Temperatur oder dem
Druck ab.
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Dichte inhomogener Korper

Fiir inhomogene Korper wird der Korper unterteilt in lauter infinitesimale Volumina
AV, die Dichte am Ort 7 ist definiert durch das Verhaltnis der Masse des
infinitesimalen Massenelementes Am am Ort ¥ zum Volumenelement AV,

. Am B dm
AVLOAY Ay

—

p(T)

Damit ist die Masse eines solchen Korpers durch ein Volumenintegral gegeben

m:/dm:/dx /dy /dzp(f’):/de(f’).
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Addition von Kraften

—

Krafte F; addieren sich nach den Regeln der Vektoraddition. Das besonders
einfache Beispiel F+ (—ﬁ) — 0 wird ausgenutzt, um Krifte zu messen.

i—OFh—O
Mehrere auf einen Massenpunkt wirkende Krafte konnen durch ihre Vektorsumme

ersetzt werden:
Fiov = ) _F,
i
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Zerlegung von Kraften

Die Kraft F ist ein Vektor und zeigt in dieselbe Richtung wie die Beschleunigung
d, ist aber m Mal groBer (F = ma). Nach den Regeln der Vektorrechnung
lssst sich F' nach Komponenten zerlegen oder zusammensetzen, Vektoraddition!
Beispiel schiefe Ebene:

o"
mg - cos(a) Fg =mg
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Der Kraftstol3

Nicht immer kann die Beschleunigung eines Korpers liber langere Zeit gemessen
werden, z. B. wenn die Kraft nur sehr kurz wirkt (Bsp. Hammerschlag). Trotzdem
andert der Korper seinen Bewegungszustand, seinen Impuls, aufgrund des erfolgten

KraftstoBes F'-7=m -a - T.

Fr =mar KraftstoB = [ dt F

67262—61

ﬁT = m(ﬁg — 171)
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Der Kraftstof3 Il

Dies kann auch mit Newton 2 verstanden werden:

, dp

F = £

dt

Fdt = dy

/dtﬁ = /dpﬁ.

Ist der Korper in Ruhe gestartet, so bewirkt der KraftstoB eine Impulsanderung,
die gerade gleich seinem Totalimpuls ist.

t 7
/dt’F(t’):/ dp' =p
0 0
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Die vier Grundkrifte, Wechselwirkungen (WW)

Soweit haben wir nur die Gravitation als Grundkraft bekannt gemacht. Es
gibt natiirlich auch andere Krafte, die uns aber, ihrer Natur wegen, wesentlich
weniger bekannt sind. Eine elektrische Ladung fiihrt zu elektromagnetischen
Kraften, eine systematische Ausrichtung der Spinrichtungen in einem Festkorper
zu magnetischen Kraften, in Kernen und subatomaren Partikeln wirken weitere,
noch weniger bekannte Krafte. Trotzdem scheint es, als ob die Natur sich durch
vier grundlegende Krafte beschreiben lasst:

Kraft / WW Stirke Reichweite Eichboson ~WW-Partner
Gravitation 1073% oo Graviton  alle Teilchen
schwache WW 1071 107 1®m W=, Z Leptonen, Hadronen
Elektromagnetismus 1072 oo Photon elektr. Ladung
starke WW 1 10~ m Gluonen Farbladung, Quarks
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Eine Bewegungsgleichung

Auf einen Korper der Masse m wirke eine Kraft ﬁ(f) Dann wird dieser
beschleunigt nach der Bewegungsgleichung

md = F(Z).

Diese kann mit @ = ¢ = & in eine Differentialgleichung umgeformt werden
mZ = F(Z),

eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung, die Bewegungsglei-

chung fiir den Koérper. Je nach ﬁ(f) ergeben sich andere Bewegungen.
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Die Federkraft

Die Kraft, die fiir die Auslenkung x einer Feder notwendig ist, ist proportional zu
thr, also zu z,

F'ocxz, bzw. F'= Dzx.
Das Vorzeichen miussen wir noch bestimmen, daher der Strich bei F’. Bei
einer gegebenen Auslenkung = wirkt eine riicktreibende Kraft F', weshalb das
Vorzeichen negativ sein muss, d.h., die Gleichung muss lauten

F=mt=—-Dx, bzw. I =-——=x,

wo die beiden Punkte liber dem z die zweite Ableitung nach der Zeit bedeuten.
Die Proportionalitatskonstante D ist von der Art der Feder abhingig und heiB3t
deshalb Federkonstante. Die Bewegung einer Feder fiihrt zu Schwingungen, wie
wir sehen werden.
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Bewegungsgleichung fiir die Auslenkung einer Feder

Wir wollen die Gleichung
D

T =——=
m

|6sen. Sie beschreibt einen duBerst wichtigen Modellfall der Physik, den
sog. harmonischen Oszillator. Sie kann auf zwei dquivalente Arten, mit zwei
aquivalenten Ansatzen, gelost werden.

x(t) = A-sin(wt) + B - cos(wt) (1)

oder | |
r(t)=A- e+ B-e " (2)

Weil die Losung reell sein muss, muss im zweiten Fall (Glg. @) B gleich dem
Konjugiert-komplexen von A sein, B = A.
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Bewegungsgleichung fiir die Auslenkung einer Feder |I

Die Werte fiir A und B folgen aus den Anfangsbedingungen z(ty) = zo und
t(tg) = Zo.

Ty = Aezwto s Be—zwto

1wig —1wtg

o = Aiwe — Biwe

Lose erste Gleichung nach A auf, setze in zweite Glg. ein und lose nach B auf

A = (:co — Be_“"to) e in i
jjO — W (xO . Be—zwtg) e—zwtoezwtg o ine_’LWtO
Ty = iwxy— 2iwBe " also
1 [z :
B = — (= +zy] ¥,
2\ w
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Dies setzen wir in die Gleichung fiir A ein

A = (wg— Be Wh)ewh
A = (% — %%) e~ und
B = (% —- %%) e’ die Lésung lautet also

To 1o iw(t—tp) To | 1T —iw(t—to)
t) = 07 4 + 0/,
z(?) (2 2w>6 (2 2w>e 3)
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Bewegungsgleichung fiir die Auslenkung einer Feder Il

Ganz analog erhalten wir die Losung aus dem sin-cos-Ansatz.

rog = Asinwty+ B cosuwty, (4)

g = Awcoswty— Bw sinwtiy. (5)

Lose Gleichung 4] nach A auf, setze in Glg. Bl ein und lose nach B auf

A = (x9— Bcoswty) /sinwty, (6)
Ccos wt
tg = (xg— Bcoswty)w— Y _ Buwsin wto,
sin wiy
cos wt cos? wt
Bwsinwty = zow— Y _ Buw , — X,
s wig sin wig
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Bw (Sin2 wto + cos? wto) = XTow coswty — o Sin wiy,
To
B = zgcoswty — — sinwtyp. (7)
W

Wir setzen dieses Resultat nun in Glg. @ ein und erhalten mit sin® ¢ + cos? ¢ = 1

1

. To .
A = | xqsin? wty + == sin wtg cos wi .
w SIn wiy

Einsetzen ergibt die Losung

B . 9 To . sin wt To .
x(t) = | xosin” wty + — sin wtg cos wty + [ g coswty — — sinwtg | coswt

w sin wtg w
(8)
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Rotierende Systeme: Impuls — Drehimpuls

Ahnlich wie der Impuls § aufgefasst werden kann als das Bestreben eines Kérpers
in einer geradlinig gleichformigen Bewegung zu verbleiben, kann der Drehimpuls
L aufgefasst werden als das Bestreben eines Korpers in einer gleichmaBigen
rotierenden Bewegung zu bleiben. Der Drehimpuls L ist definiert durch

L=rxp=mrxu.

Die Rolle der Kraft als beschleunigenden Einfluss iibernimmt das Drehmoment
M

—

M=7xF.
In volliger Analogie zur Beschleunigung ergibt sich auch die Winkelbeschleunigung
w. Mehr zu rotierenden Bezugssystemen folgt in Balde.
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Rotierende Systeme: Winkelbeschleunigung

Die Anderung des Drehimpulses L=r7x p durch ein angreifendes Drehmoment
M is dann,

dL olv>< " df’xﬂ_kﬁxdpﬂ
— = — (T = — ¥ X —.
at @t T Tt dt
Weil ¢ = d7’/dt parallel zu p'ist, verschwindet der erste Term und es bleibt iibrig
dL dp -
E =7 X d_]t? =7 X F

Die angreifende Kraft fiihrt zu einer Anderung der Rotationsgeschwindigkeit
bzw. Winkelgeschwindigkeit & des Systems. Diese kann als Winkelbeschleunigung
aufgefasst werden:

dcw

W = e wie wir spater noch sehen werden.
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“Actio = Reactio’”’, das dritte Newtonsche Gesetz

Wenn auf die Tasse auf dem Tisch die Erdanziehungskraft wirkt, also eine Kraft,
warum bewegt sich die Tasse nicht beschleunigt, wie sie es nach Newton 2 sollte?
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Newton 3 |l

Auf die Tasse wirkt eine “Reaktionskraft” Fy = —mg, welche die Gewichtskraft
kompensiert. Sie heiBt Normalkraft, weil sie entlang der Oberflachennormalen
wirkt. F'+ Fy = 0, womit die Tasse an ihrem Ort zum Trinken bereit bleibt.
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Newton 3 Il

Newton 3: Wirkt ein Korper A auf einen Korper B mit einer Kraft Flyp,
so wirkt umgekehrt der Korper B auf den Korper A mit einer Kraft
Fpa = —Fsp. “Actio = Reactio”

Wer zieht? Wer wird gezogen?
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Reibungskrafte

Ein wesentliches Verdienst von Newton war das Erkennen des Einflusses der
Reibung auf die Bewegung alltaglicher Korper. Reibungskrafte sind proportional
zur Normalkraft F'n. Wir unterscheiden zwischen verschiedenen Reibungsarten:

e Haftreibung
e Gleitreibung

e Rollreibung
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Haftreibung

Haftreibungskraft: GroBte Kraft, die den Korper gerade noch nicht in Bewegung
versetzt.

e unabhangig von der GroBe der Beriihrungsflache

e proportional zur Normalkraft

Fg=pg-Fyn

e abhiangig von der Oberflachenbeschaffenheit

1 heiBt Haftreibungskoeffizient.
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Gleitreibung

Gleitreibungskraft: Kraft, die den Korper gerade noch in gleichférmiger Bewegung
halt.

e unabhangig von der GroBe der Beriihrungsflache

e proportional zur Normalkraft

Fog=pg-Fn

e abhangig von der Oberflachenbeschaffenheit

e < pg heiBt Gleitreibungskoeffizient.
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Messung der Haft- und Gleitreibung

= mgcosag g+ Fn+
+mgsinag g+ Fag =0,

= mgcosag g+ Iy =0,

ZFH = mgSiIlOéH,G—l—FH,G = 0,
E'Fg:mg

wo a g der Haftreibungswinkel und a¢ der Gleitreibungswinkel sind.

Weil Fy = ugF'n = —m - g-sinayg bzw. Fg = ugFny = —m - g - sinag, gilt

ug =tanayg bzw. pug = tanag
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Rollreibung

Drehmoment F, - a = F, - rsina wird kompensiert
durch das Drehmoment aufgrund der Reibungskraft:

Mg = pronfN = prondycosa,

Fy-rsina = pronfycosa,

E HRoll = Ttana.
Fy Y
@ Achtung: ugron = rtana ist nicht einheitslos! Man

kann jetzt die Krafte bei Rollreibung mit denen bei Gleitreibung vergleichen.

Fa Fa uaFn . Ha

= = .7
Fr Mg/t pronFn [Roll

Das Verhaltnis wachst mit dem Radius des Rades!

Physik 1, V3, Seite 31



Beispiel einer Bewegungsgleichung: Die Raketengleichung

Als Beispiel fiir eine Bewegungsglei-

< - : |
@@- D+ chung untersuchen wir die Rake-
-

_ NUutz— tengleichung, welche _die Bevyegyng
Treibstoft last von Raketen beschreibt. Bei einer

-~ | konstanten Brennrate m entstromen
| wahrend der Brennzeit tg die heillen
Gase der Diise mit einer Geschwin-

Q\:/ﬂ-- @ __ digkeit vg. Dann lautet der Ausdruck

fur die Masse der Rakete
@ —

wo mq die Masse der Rakete zur Zeit t = O ist. Auf die Rakete wirkt neben der
Gravitationskraft F' = m(t) - g auch die Kraft, die durch die ausstromenden Gase

m(t) = mg — i,
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auf sie entsteht, denn F' = p:
Fiot = (mgo — mt) a(t) = muvg — (mg — mt) g.

Wir formen um und integrieren nach der Zeit

(mo —mt)a(t) = rwg R (mo —mit) g
#(t) = a(t) — (mont)Uo —yg
i(1) = v(t) = / AWi(t) — /O Lt ( - flmt,)vo _ g)
o(t) = v /0 at o T/mt/) — gt = wln (mOWiOmJ gt
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