Elastizitat fester Korper

Massenpunkt — starrer Korper — Gase — “reale” Korper

“feste” Korper: ldealvorstellung Kristall

Der nebenan dargestellte Ausschnitt aus ei-

nem festen Korper verdeutlicht eine Mo-

dellvorstellung eines Kristalls. Die Verbin-

dungen zwischen den Atomen/Molekiilen in
¢ x-, Y- und z-Richtung konnen verschiedene
Federkonstanten (Riickstellkonstanten) auf-
weisen. Sind sie in alle Richtungen gleich,
ist der Korper isotrop, es gibt keine ausge-
zeichnete Richtung. Die Atome/Molekiile
schwingen um ihre Ruhelage mit Eyy, = (1/2)kT pro Freiheitsgrad. Ist FEyy
groBer als die Bindungsenergie, ist der Korper gasformig.

-

- X
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Zug-, Druck-, Tangential- und Schubspannung

Neben Massenkraften wie z. B. die Gravitation kénnen an Festkorpern auch Ober-
flachenkrafte angreifen, wie z.B.:

F 1 Abzw. F | A

Zug: Zugspannung o Normalkraft F),
Druck: Druckspannung = Fliche A

F| Abzw. F L A

Tangentialspannung . Tangentialkraft F),
— T = -
Schubspannung Flache A

lo] = |7] = Kraft pro Fliche = Druck = Pa.
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Spannungskrafte wirken nicht nur auf die Oberflache eines Korpers, sondern auch
auf das Innere!

Die duBeren Krafte rufen im Inneren des Korpers Spannungen hervor. Der Korper
ist nur in Ruhe, wenn sich alle Krafte kompensieren ( “actio = reactio” ) bzw. wenn
die hervorgerufenen Verzerrungen Gegenkrafte hervorrufen, welche die inneren
Spannungen kompensieren. Wir schauen hauptsachlich Situationen an, in denen

sich die Spannungen im Inneren kompensieren.
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Das Hooksche Gesetz

“Die Verzerrungen sind proportional den Spannungen”

AL F AL AL
FOCAT bZW. Z—O'OCT I:)ZW.O'—ET7

wo o0 = F/A die Spannung ist, gilt nur bis zur sog. Proportionalitdtsgrenze.
Verformungen bleiben reversibel bis zur Elastizitatsgrenze, dariiber hinaus erfahrt
der Korper eine irreversible Deformation (z. B. Beule in Blech).

Im Proportionalitatsbereich hat die Proportionalitdatskonstante £ je nach Situation
verschiedene Namen: Elastizititsmodul (FE), Schubmodul (G), Torsionsmodul
(G), Kompressionsmodul (K), etc.
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Elastizitatsmodul £ und Zugspannung o

| Wir betrachten einen Korper der Lange L und
! Querschnittsfliche ¢ und ziehen an ihm mit

| ! einer Kraft F'. Dabei dndert er seine Linge um
. L F AL. Solange AL geniigend klein bleibt, gilt:
L AL F=F-q —.

L

Die Proportionalitatskonstante E heisst Elastizitatsmodul. Definieren wir die
relative Langendnderung ¢ = AL/L, so ist die Zugspannung o

F
o = — (Zugkraft pro Fliche) proportional zue, o =F -e.
q
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Kompressionsmodul K und Schubmodul G
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T=G«
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F
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Dehnung und Kompression kombiniert

d, Ad,
/T *
JH. L) F
T 177

L AL

- AL

S

o = Fe (Seite 4)

E: Elastizitatsmodul

Poissonzahl 1 = —66—‘;, wo q: quer, |: langs
Langeninderungen: L (1 +Z), d (1 — &%), d (1 — &%)
Volumenanderung:
V—V+AV = Ld®(1+2) (1-42)°

V+AV =V (1+%(1—2p)), bzw. A7V = Z(1 —2p)

Weil sich das Volumen bei Zug vergroBern muss,

muss also (1 — 2u) > 0 gelten.

Damit 0 < pu < 1
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Kompression: Abhangigkeit von K, von E und u

Zugspannung — Druck: Veranderung einer Kantenlange L oder d
langs: L (1 — %) , quer: d (1 + 'LL—EU> (bei Kompression!).

Wirkt der Druck von allen Seiten, spiirt jedes Seitenpaar die inverse Quer-

kontraktion zwei Mal, also (1 + %) — (1 4 255) und damit verdndert sich

L— L(1—-%(1-2pu)). Die Volumenanderung betrigt also

3 AV 3
V + AV = Ld* (1—%(1 —2,u)) also - ~ —Ea(l—Q,u),
was aber wegen —A7V = & bedeutet K = ﬁ
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Bestimmun

Kreisring mit Flache 27rdr

g des Torsionsmoduls bzw. des Schubmoduls

Die Scherspannung 7 ergibt sich aus dem Scherwinkel
« und dem Schermodul G,

dr
. d d
@ r=Ga =G , wo die Kraft dF = G2nr?dr—
NS L L
5 erforderlich ist, um diese Verdrehung zu erreichen. Es
L | greift also ein Drehmoment an:
ol

T AR . 27 P % R?

1': / dM|=r- -dF = %GTSdT —f£—> M = ngq)'

Im Gleichgqeéwicht

fiuhren die inneren Krafte im Draht zu einem rlicktreibenden
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Drehmoment M™*,

M T R*
M =——.® = —D.-® D= —_G—/—
o WO 20T

(das Drehmoment pro Winkeleinheit) das Richtmoment des Drahtes ist.

Nun kann man ans untere Ende des Drahtes einen Korper mit Tragheitsmoment
I hangen und den Draht leicht verdrehen. Es kommt zu Drehschwingungen dieses
Drehpendels:

. D
1$=-D> — $=-—0.

Diese Schwingungsgleichung (Differentialgleichung) |6sen wir z.B.wieder mit
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einem sin cos-Ansatz

®(t) = Asinwt + Bcoswt,

d(t) = Awcoswt — Bwsinwt,
O(t) = —Aw’sinwt — Bw?coswt,
O(t) = —w?d(1),

womit wir die Schwingungsfrequenz w und die Schwingungsdauer T' = 27 /w

finden:
D [ 1 20 |2 IL
2 - _
w __I und T—27T _D p— —R2 ; G,

wie dies z. B. bei der Gravitationswaage eingesetzt wurde.

Physik I, V8, Seite 11



Repe: Bestimmung des Tragheitsmoments — V5, S.25/26

Die Auslenkung einer Feder mit Richtmoment D

Korper A : : o _ ]
Scheibe m. R bewirkt ein Drehmoment M = —D¢. Die Bewe

<D @ gungsgleichung fiir den Drehtisch lautet damit

Tisch: Jy Joq'b' — — D¢,

Feder mit Richtmoment D' \yo J; das Triagheitmoment des Tisches ist. Die
Losung findet man z. B. mit einem Sinus-Ansatz,

o(t) = asin( (D/Jo)t> Lalso Ty = 2m+/Jo/D.

Das Tragheitsmoment des Tisches finden wir, indem wir eine Scheibe der Masse
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m und mit Radius R konzentrisch auf den Tisch legen:

1 1
J1 = Jo + Jscheibe = Jo + imR2, — 1] = 27T\/<J0 + §mR2> /D

Die Differenz AT? = T¢ — T3 = 2w%(mR?)/D bestimmt das Richtmoment D.
Nun kann ich einen Korper mit unbekanntem Tragheitsmoment J,4 auf den
Teller legen und dessen Tragheitsmoment beziiglich der Rotationsachse liber die
Schwingungsdauer bestimmen:

T2
Ta =21/ (Jo+ Ja)/D = JA_D4——J0
7T

Das Tragheitsmoment des Korpers bzgl. "seiner Achse” findet sich dann iliber den
Satz von Steiner.
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Biegung

Bei der Durchbiegung eines Balkens mit

b z rechteckigem Querschnitt A = bd und
d der Linge L wird die Oberkante um
X / Al = z¢ linger gezogen, die Unterkante
‘neutrale / 7 entsprechend “gestaucht”. Die Lange der
Faser neutralen Faser betrigt | = r¢ = L,
4 / FE: Elastizitats-  d.h.wir kennen den Kriimmungsradius r
‘Q modul und wir finden Al = z¢ = 2(I/r). Die
> Zugspannung am Balken betragt demnach

oben: 0 = F - (Al/l) =z (E/r)

! und unten: —o = —|z| - (E/r).
Auf eine infinitesimale Schicht der Breite b und Dicke dz wirkt also die Kraft
dFF =0 bdz = - b dz (zeigt in x — Richtung),
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wo 2z der Abstand zur neutralen Faser ist. Diese Kraft libt ein Drehmoment in
y-Richtung (nach hinten) aus:

Eb Eb [Td/2 Eb 3172 Epgd
d%z—fM—%]%:—/ [q bd”

r Gy r a2 12

Das Drehmoment wird durch die am Ende des Balkens angreifende Kraft F
bewirkt, also M,(x) = F(L — x). Die elastischen Krafte im Balken kompensieren
dieses Drehmoment gerade (der Balken ist in Ruhe!):

Ebd3 Kriimmungsradius 1 12F
= (L — L C=— L — ).
o~ T2, F = B Y

Die komplizierte Form der neutralen Faser findet man aus der Differentialgeome-
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trie, )
1 z"(x . .
N SRS CITE ~ 7' (z) fiir kleine 2’

Biegt sich der Balken nur wenig durch, so ist z/(z) < 1 womit

12 F

“@) = = E

(L—CIJ),

mit den Randbedingungen 2(0) = 0 und 2'(0) = 0. Wir integrieren zweimal

12 F

Z/,(Qf> — _E d3 b(L o x)’
12 F 6 F
Z(x) = 57 bL:z:—l—E = b:z:2—|—01,
6 F 2F
z(x) = e be2 + GE b:c3 + Chrx + Cs.
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Setzen wir die Randbedingungen ein, so erhalten wir

6F

2F
@) = ~Ea 3

2
Lx +Ed3bx .

Der Biegungspfeil (Durchbiegung des Balkenendes bei x = L) betragt also

Damit verhalt sich die Durchbiegung wie die dritte Potenz des Verhaltnisses von
Linge zur Balkendicke. Die Breite des Balkens b geht nur als 1/b ein. Aber
Achtung — die Ausrichtung spielt eine Rolle! Was ist die Breite, was die Dicke?
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Beispiel: Rechteckiger Trager

Derselbe Balken kann, je nach Orientierung, einen

vollig anderen Biegungspfeil aufweisen, wie das Beispiel
d nebenan zeigt. Links ist ein Balken mit d; = by/2
b1 ds dargestellt, rechts einer mit do = 2bs, was in den
V° - folgenden Biegungspfeilen resultiert:
2
4 L3 1 4 L3 1
L)=——. - L) = . -
(B = 5 52y (L) =5 oy
4 8 L3 4 L3
L) = ——. )= —— .2
s1ll) =~ (L) =5 g

Die Biegungspfeile und damit die Durchbiegung der beiden Balken unterscheiden
sich um einen Faktor 64! Balken 1 (links) biegt sich 64 mal starker durch!
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Das Flachentragheitsmoment

Die Eigenschaften bei Biegung anderer Formen als Balken und Zylinder kénnen
mit Hilfe des Flachentragheitsmomentes [ ermittelt werden.

I = /22 dA = //22 dy dz wo z in Richtung der angreifenden Kraft zeigt.

Fiir einen Balken der Breite b und Dicke d erhalten wir (vgl. S.[14):

d/2  pb/2 b2 d/2 I3
I:/ szydz:/ dy/ 22 dz = b—.
—d/2J—b)2 b2 J—dy2 12

Die Durchbiegung s = z(L) eines solchen Balkens der Ldnge L, auf dessen Ende
eine Kraft F' wirkt, lautet unabhangig von der genauen Geometrie, aber natiirlich

Physik I, V8, Seite 19



abhangig von deren Ausrichtung (in welche Richtung zeigt 27)

L3
S = 3E—IF’ wo I das entsprechende Tragheitsmoment ist.

Wir  konnen das Tragheitsmoment auch fiir andere Balken be-
rechnen, z.B.fiir einen zylinderformigen Balken mit Radius R,

Az

S Ii//z2dydz, wo y = Rcosp, z = Rsin .
o

P
N

Dieses zweidimensionale (Flachen-) Integral bestimmen

Physik I, V8, Seite 20



wir wie folgt. Zunachst bestimmen wir die Jacobiante

oy 0z .
24 gz COS sin .

J = g;; gr | = ¥ 14 ——rcos2go+r81n2gp——r
e B2 —rsing 7cosp

und integrieren

R 2m
I = //ZQdde :/ / r? sin? @ r dr de,
0o Jo

R 27 R4 27
= / r?’dr/ sindp = — sin? ¢ dep.
0 0 4 Jo

Nun ist nur noch das Integral iiber sin®¢ zu lésen, welches wir mit dem
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bekannten Trick tun:

/ sin? o dg

/ sin @ sin od ¢, partiell integrieren

— COS (psin Y + /COS2 o dop,

— cos psin p + /(1 — sin? @) do,

—Cosgpsingp+g0—/sin290dgp,
Q/SiIIQQOng = —cospsiny + o,

. 92 1 :

sin“pdy = —§(cosgpsmgp—gp).
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Wir setzen die Integrationsgrenzen (0, 27) ein und erhalten fiir das Integral den

Wert m. Damit erhalten wir das Flachentragheitsmoment fiir einen kreisrunden
Balken:

R4
I = 7m—.
"4
Fir ein Rohr mit AuBen- und Innenradius R4 und R; erhalten wir
7 7 7
I = §R4A - 534 = 5(3?4 — Ry),

Flachentragheitsmomente konnen addiert bzw. subtrahiert werden, wodurch sich
die Berechnung komplizierterer Tragerformen vereinfacht.
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Beispiel: Doppel-T-Trager

Welcher Doppel-T-Trager biegt sich weniger durch?
-~ Dazu berechnet man deren Flachentragheitmomente
I; und I, mit

dy ‘ do

P | = 2 .
I b2/2y L I //z dy dz

-

Das linke kann man einfach oder kompliziert rechnen... Einfach geht es, indem
man das Flachentragheitsmoment des Rechtecks d; - b1 berechnet und davon 2
mal das des kleineren Rechteckes ds - by /2 subtrahiert:

by 1
2 12

1 2
I = Ed?;bl — 12d§ (diby — d3bs) .
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Komplizierter, aber allgemeiner geht es mit dem Satz von Steiner. Dazu unterteilt
man den Doppel-T-Trager in drei rechteckige Trager: oben, Mitte, unten.
AuBerdem nutzen wir aus, dass die Trager unten und oben gleich sind, wie auch
der Beitrag des Steinerschen Satzes.

I} = Igpen + Steiner oben 4+ Ingitte + LTunten + Steiner unten,
bl 1 dl — dg dl + d2
= 2Eg (d?{—d‘;’)+2-( > )bl-( 1 ) d2(b1—b2)
= 13 (d by — d%bg) :

wie man durch langweiliges Nachrechnen iiberpriift.

Das Flachentragheitsmoment des rechten Doppel-T-Tragers berechnet man
analog und findet (ja natiirlich!), dass es kleiner ist, als das des linken. Der rechte
Doppel-T-Trager biegt sich also starker durch als der linke.
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Deformation und Hysterese

Zieht man an einem Draht mit Querschnitt
A mit einer Kraft F' (einer Zugspannung o),
so dehnt er sich um ¢ = AL/L aus. Staucht
man ihn mit einem Druck p = —o zusammen,
wird er um € kiirzer. Der Prozess ist reversibel
solange man im linearen Bereich (zwischen
den blauen Punkten A und B) bleibt. Es gilt
das Hooksche Gesetz (siehe S. [):

AJ:F/A

F/A=¢=FEAL/L.

Uberdehnt man aber den Draht, z. B. bis zum Punkt C, und reduziert anschlieBend
die Zugspannung wieder bis sie verschwindet, so kehrt er nicht mehr in die
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Ruhelage zuriick, sondern erreicht Punkt D. Er wird plastisch verformt. Versucht
man ithn nun zu “reparieren”, indem man ihn iber den elastischen Bereich
zusammendrickt, so erreicht man Punkt E. Lasst man ithn nun wieder los, so
geht er in den kraftefreien Zustand liber und erreicht Punkt F. Zieht man wieder
geniigend stark am Draht, so erreicht er wieder Punkt C. Dieses Phanomen nennt
man Hysterese (oder Hysteresis).

Ziehen wir am Draht mit einer Kraft F' und verlangern ihn um AL, so erfordert
dies die Arbeit

AL AL € €
Wz/ Fsz/ AadL:/AJLde:V/ade.
0 0 0 0

Nun gilt ja im linearen Bereich ¢ = Fe (Seite ), die Dehnung speichert also die
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Energie

W = %Ee%

die beim Loslassen wieder freigesetzt wird (Energieerhaltung). Im nicht-linearen
Fall der Uberdehnung gilt dies nicht mehr. Fiir die Dehnung bis zum Punkt C

wird die Arbeit o
W = V/ o de
0

verrichtet, das ist die Flache unter der blauen Kurve. Beim Loslassen kehrt der
Draht aber nur zum Punkt D zuriick, es wird nur die Energie

eC
WzV/ o de
€D

freigesetzt, die der Flache unter der schwarzen Kurve DC entspricht. Fiir einen
Durchlauf einer Hysterese-Schleife CDEFC muss also die folgende Arbeit pro
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Volumen aufgewendet werden:

|44
Vz%ade,

wo das Kurvenintegral iiber die geschlossene Hystere-Schleife CDEFC lauft. Diese
Energie entspricht der Fliche, die durch die Hysterese-Schleife eingeschlossen
wird und wird in Warme umgewandelt.

Dieser Prozess ist irreversibel, ein mehrfaches Durchlaufen kostet Arbeit, der
Draht wird warm... und wird natiirlich irgendwann reiBen. Werkstiicke sollen
immer nur im linearen Bereich belastet werden und nur bis zu 2/3 ihrer
FlieBgrenze! Damit halt man sich einen Sicherheitfaktor 1,5. Die FlieBgrenze liegt
nur wenig oberhalb des Hookschen Proportionalitatbereichs.
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Messung des Elastizitatsmodauls

Schallwellen pflanzen sich auch in einer Klaviersaite fort. Diese sind aus
Federstahldraht gezogen und haben einen Elastizititsmodul von ca. 210 GPa und
einen Schubmodul von ca.82 GPa, die Dichte betrigt p = 7,86 - 10° kg/m?.
Nun gibt es zwei Sorten von Schallwellen in Festkorpern, longitudinale und
transversale. Longitudinale sind kompressive Wellen, transversale sind Wellen, bei
denen seitlich (transversal) ausgelenkt wird (siehe V9).

Die longitudinale und transversale Schallgeschwindigkeit in Festkorpern betragt

E 1—pu G
L= 4/—" , Ct = ([ —,
l p (L+mw—2p) p

wo G = E/(2(1 4+ p)) der Schubmodul des Materials ist. Daraus lsst sich die
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Poissonzahl 1 = 0,28 berechnen und wir finden fiir die Schallgeschwindigkeiten

210 - 10° (1—0,28)
— ’ — 5,85 k
“ \/7 $6-10° (11 028)(1—2.028) S0 km/s,

82 . 109
1/ — 393 km/s.
\/786 108 = 323 km/s

Aus der Messung von ¢; und ¢; lassen sich also Materialeigenschaften wie G, E
oder 11 der Saite bestimmen. Diese Geschwindigkeiten sind deutlich groBer als die
Schallgeschwindigkeit in Luft von ungefdhr 345 m/s, die sich aus (siehe V9)

Ct

/ c
CLuft = /ﬁ:]—9 ~ 340m /s berechnet, und wo Kk = L
p CV

das Verhaltnis der spezifischen Warmekapazitaten ¢, und cy ist.

Physik 1, V8, Seite 31



Schwingungen

Bereits frither (V3.pdf) haben wir gesehen, dass eine ausgelenkte
harmonisch schwingt. Die Bewegungsgleichung

d2x . D
m——=—-Dr <— I=-——=x
dt2 m

fiihrte zu einer Schwingung

B
|
I
Q)
_I_
)
o

!

&
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&
|

ne

S
(@)

Feder
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Dabei haben wir auch gesehen, dass die Schwingung auch als sin oder cos
Schwingung geschrieben werden kann. Im allgemeinsten Fall

x(t) = acos(wt + @),

wo a die Amplitude, w die Frequenz und ¢ die Phase der Schwingung bedeutet.

Zwei Schwingungen lassen sich auch iberlagern, man spricht dabei von der
Superposition von zwei Schwingungen,

r1 = ajcos(wit + ¢1),

To = agcos(wat + ¢2),

r3 = T+ T2,

r3 = ajcos(wit + ¢1) + ag cos(wat + @o).
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Ubung:

1
2
1
0
1
2

Bei der Superposition spielen also sowohl die

0

“0

Uberlagerung zweier Schwingungen

T | T T T | T T T | T T T | T T T
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100
T T | T T T | T T T | T T T | T T T
1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1
20 40 60 80 100
i T T | T T T | T T T | T T T | T T T ]
1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 i
20 40 60 80 100

Frequenz, die Amplitude, wie
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auch die Phase eine entscheidende Rolle fiir die entstehende Schwingung.
Der wichtigste Spezialfall ist der der sog.Schwebung. Wir betrachten zwei
Schwingungen derselben Amplitude, aber mit etwas verschiedener Frequenz (und
der Einfachheit halber verschwindender Phase):

r1(t) = acoswit, wo(t) = acoswst.

Nach dem Additionssatz fiir den cos

x3(t) = x1(t) + x2(t) = 2a cos <w1 ;w2t> cos (wl ;th) :

also eine Modulation einer hochfrequenten Schwingung ((w1 + w2)/2) durch eine
niedrigfrequente ((w1 — w2)/2) Schwingung.
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X2(t) x1(t)

x3(t)

\ANARAARD \ A |
VYUV VVVY VUV V|
YAAAAANA \ A
ARRARRRA AR
‘M/\Mﬂ /\/M/\"
—xl(lt)+Ix2(t) | | | UU




Mehrere Schwingungen konnen ebenfalls iiberlagert werden,

o(t) =) ancos(wnt + ¢n).

Solange die Frequenzen untereinander rationale Verhiltnisse aufweisen, so
entsteht daraus immer eine periodische Schwingung! Umgekehrt lasst sich jede
periodische Funktion x(t) = x(t + T') immer in eine Summe der obigen Form
bringen, in der die Frequenzen w,, = nw; erfiillen! Eine solche Zerlegung eines
Signals heiBt Fourierzerlegung, die obige Gleichung stellt eine Fourierreihe
dar. Fourierzerlegungen sind ein duBerst wichtiges Werkzeug der Physik. Nicht-
periodische Funktionen konnen durch sog. Fourierintegrale behandelt werden
(siche EMMP oder spater).

Uberlagerungen von zwei Schwingungen in zwei Richtungen (z und y) fiihren zu
zweidimensionalen Figuren, sog. Lissajousche Figuren (siehe S. [61]).
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Beispiel fiir mehrere iiberlagerte Schwingungen

N \/\/\/ Links ist das Beispiel fiir die Uberlage-

rung von fiinf cos-Funktionen gegeben.

0

o

1 fx) = Z cos(n - wit)

)

o \/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/ Von oben nach unten sind die einzelnen
)

: Beitrage cos(n - wy,) zu sehen, zuunterst
0- \/\,M/\/\,M/\/W\,\/ in rot die Summe. Man sieht sehr

0 I m 3213y 3nlpdnsysnupén  schon, wie bei Mehrfachen von 27 ein
Maximum erreicht wird und sich die verschiedenen Schwingungen zwischen diesen
Werten immer starker auftheben. Wiirde man in der Summe immer mehr Terme
beriicksichtigen, so ergaben sich immer scharfere Maxima bei Mehrfachen von
27 und dazwischen immer glattere Minima.
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Beispiel Sagezahnfunktion

Links ist rot eine sogenannte Sige-
zahnfunktion dargestellt. Sie ist pe-
riodisch mit einer Periode von .
Schwarz iiberlagert sind von oben nach
unten eine periodische Sinus-Funktion
(n = 1) und die Summe von n Sinus-

(1): \N\]\I\N\ Funktionen, gewichtet mit einem Faktor
-1 n=>| _—1.2/(im). Die Sdgezahnfunktion wird
0] M6 mit einer wachsenden Anzahl von Ter-

0 I m 3p2m35;3n I 4n g 5mlp6en  MEN immer genauer angenahert. Die

sog. Fourierreihe der Sagezahnfunktion ist gegeben durch den Grenzwert n — oo,

O

S(x) = z Z _—P sin(iwx).

- 1
1=1
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Gedampfte Schwingungen

Reibungsverluste z. B.in Luft oder in einer Fliissigkeit fiihren zu einer Dampfung
jeder Schwingung. Zur riicktreibenden Kraft F = —DZ kommt z. B.die
Reibungskraft nach Stokes dazu, Frp = —6mnrv = —bu, die proportional zur
momentanen Geschwindigkeit v des Massenpunktes (oder des Pendels) ist. Die
Bewegungsgleichung (Schwingungsgleichung, Glg. [1l) wird deshalb zu

mx = —bxr — Dx,

welche oft vereinfacht geschrieben wird

D b
i+2yt+wir =0 wo wi=— und 2y=—.
m m
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Ansatz x(t) = cexp(At) und Einsetzen in die Schwingungsgleichung:

)\2+27)\+w820 — A= —y /92— W

Die allgemeinste Losung lautet nun

1/2,

z(t) = e (016(72_“’8) + Cge_(72_w§)l/2t) :

Eine reelle Losung ist wiederum nur moglich, wenn C; und (5 konjugiert
komplex sind. Offensichtlich spielt das Verhaltnis der riicktreibenden Kraft zur
Reibungskraft fiir die Natur der Schwingung eine entscheidende Rolle:

v < wp schwache Dampfung
v =wo aperiodischer Grenzfall
v > wq starke Dampfung
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Schwache Dampfung: v < wy

2= wi —v% < wi, womit A = —y £ iw. Damit

Definiere w
z(t) =e " (Ce™' + Ce™™") = Ae " cos (wt + ¢), wo A =2|C| und weil

C als |Cle*® und C als |Cle™® geschrieben werden kann. Dies beschreibt eine
gedampfte Schwingung, deren Amplitude exponentiell abnimmt, A exp(—~t).

1 T T T | T T T | T T T | T T T | T T T

0 20 40 60 80 100
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Starke Dampfung: v > wy

A=+t /72—wi=—yta, wo a=4/7%—w reell.

Damit wird die allg. Losung
x(t) = e 7 (Cre® + Coe™ ).

Anfangsbedingungen: x(0) = 0 und #(0) = @y, woraus C7; + Cy = 0 und
C1 — Cy = &g/ folgt. Damit

x(t) = Qx—;e_w (e —e™") = %G_W’ sinh(at).
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Die Amplitude zeigt ein einziges Maximum und kriecht dann sehr langsam gegen
Null (fiir £ — c0), man nennt diesen Fall deshalb auch den “Kriechfall”.
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Der aperiodische Grenzfall: v = wy

A entartet, d.h. \ = —y £ 0. Ansatz z(t) = C(t)e’. Einsetzen in Schwingungs-
gleichung

i+ 2yi+wizr = 0
C’+2(A+7)C’+(A2+27A+w8)0 = 0, wo A= —y=—wy
C = 0, womit C(t):C1t+C’2.

Die allgemeinste Losung ist also
z(t) = (Cit + Co) e .
Mit den Anfangsbedingungen z(0) = 0 und #(0) = 2 erhalten wir
x(t) = dote ",
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Erzwungene Schwingungen

Oft wird eine Schwingung angeregt oder erzwungen durch eine ortsunabhangige,
periodische Kraft F' = Fe’!. Die nun inhomogene Schwingungsgleichung lautet

dann

- F
i+ 2vi +wir = Ke™?', wo K = —,
m

Ansatz x(t) = Ae™? einsetzen, 2 Integrationskonstanten
— Aw?e™! 4 2iywAe™t + w%AeM = KeW!

(wg — w2> — 21yw

(@3 — w?)” + (2yw)

A= S K — A = |A\ei¢.
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Damit sind die Phase ¢ und die Amplitude [A] = \/Re?(4) + Im?(A) bekannt,

—2vyw

2 _ )2
Wi — w

Im(A)
Re(A)

F/m
V6 =) + (20)°

tan ¢ =

— arctan (

) und |A] =

Die Phasenverschiebung zwischen der anregenden und erzwungenen Schwingung
ist eine Funktion der Frequenz w.

P

starke Dampfung
S 2 _
: 0 '

chwache Dampfung

sehr schwache Dampfung

. | . | . |
-4
0 1 2 3
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Im(A)

Re(A)

12
10

v=10.05

0.5

1.0
normierte Frequenz w/wy

1.5
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Maximum der Resonanz bei w = wp durch Differentiation des Nenners von A:
Aus

0
W ((w% —w?) + (27w)2) =0
folgt
w2 =ws — 27— Wy = \/wg — 272,

Dies ist nicht exakt die Resonanzfrequenz, wrp = +/w? —~2, fir kleine
Dampfungskonstanten ~ ist der Unterschied aber sehr klein. In der Abb. auf
Seite 49 sind die Maxima vom Im(A) gestrichelt angedeutet.

Eine Resonanzkatastrophe ereignete sich bei der Briicke von Tacoma, als
starke Boen diese Briicke 1940 in resonante Schwingungen versetzten. Ein
beeindruckendes Video ist z. B. hier zu finden:
https://archive.org/details/SF121
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Energie eines harmonischen Oszillators

1 m
By, = im:iJQ 5 §A2 sin? wot

Mittelung liber eine Schwingungsperiode T’

1 [T m
(Ein) T/O T

Dieselbe Uberlegung fiir die potentielle Energie:

v D D
Epoot = / deF(x) = =2* = =A% cos® wot = m wi A?
. 2 2 2

COS wot
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Mittelung:

<Epot>

Die Summe ist erhalten:

Ferner gilt

Exin + Epot —

1 (Y D
= _/0 dt—z* = TAng.

T 2 4

m , m
— w2 A?sin® wot + —w? A? cos® wot
20 2 0

m
—wsA* = E = const.

(Exin) = (Epot)-
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Energie in der erzwungenen Schwingung

Schwingungsgleichung mit © multiplizieren:

2

it +wird = —2vyi® 4 F(t),
d /&2 1 . :
iz tpd) = v ron
Im stationaren Fall ist
2vi? = F(t),

d. h. die eingefiihrte Energie wird durch Reibung vollstandig in Warme verwandelt.
Mit dem Ansatz x(t) = Aexp(iwt) lautet die pro Schwingung aufgenommene
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(und “verbratene”) Energie dann

T T
W = 2vym / dti? = —2ymw?A? / dte??
0 0

T
= —2ymw?A? / dt (coswt + i sinwt)’
0

= —2ymw?A?T,

die aufgenommene Leistung folglich

W
P = = —2ymw?AZ.
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Kinderschaukel: parametrischer Oszillator

Fiir das mathematische Pendel hatten wir gefunden
(V7, Seite 12), dass g¢ = —Lo, wo die Schwingungs-
frequenz wy = y/g/L. Was passiert nun, wenn die
Schwingungsfrequenz w nicht mehr konstant ist? Dies
geschieht z.B.beim Schaukeln. Hier bewegt sich der
Schwerpunkt entlang des Seils “auf und ab”, L andert
sich also periodisch und damit eben auch w = w(t). Die
(ungedampfte) Schwingungsgleichung lautet deshalb

Bahn des
Schwerpunkts

i+ w?(t)z(t) = 0.

Bahn der Schaukel

Die mathematische Losung ist kompliziert, siehe Demtroder, die “intuitive” lernen
wir bereits als Kind.
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Das physikalische Pendel

Der Drehimpuls des Pendel lautet L = Jw, wo J
das Tragheitsmoment des Pendels relativ zu seinem
Aufhangepunkt sei. Fiir den Massenpunkt rechts ist
dies Jp = ml? fiir das physikalische Pendel links
musste J berechnet werden und hangt von seiner Form
und Massenverteilung ab. Die Bewegungsgleichung fiir
das mathematische Pendel rechts lautet (V7, p. 14)

Naherung

oo = —ga,

mlae = —mgsin «

die bekannte Schwingungsgleichung. Fiir das physikalische Pendel links lautet die
Bewegungsgleichung

Naherung

Jw=—mgssina, wow =« Jw=—-mgsa.
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Am physikalischen Pendel greift ein Drehmoment M = sm g sina an, was zu
einer Anderung des Drehimpulses Jw fiihrt. Wir konnen diese Schwingungsglei-
chung mit & = w umschreiben,

mgs

J

Jo=—-mgsa — a=-— Q,

womit wir sehen, dass die GréBe [, = J/(m s), der Lange eines mathematischen
Pendels mit derselben Schwingungsdauer entspricht. Man nennt diese Lange
[, deshalb die reduzierte Pendellange. Man konnte die gesamte Masse
m des physikalischen Pendels im Punkte P’ vereinigen und hatte dieselbe
Schwigungsdauer.

Dies bedeutet aber auch, dass man das physikalische Pendel auch im Punkt P’
aufhangen konnte und genau dieselbe Schwingungsdauer 7" messen wiirde. Wir
werden dies auf Seite (8 gleich zeigen.
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Das physikalische Pendel Il — die reduzierte Pendellange

Das Tragheitsmoment des physikalischen Pendels relativ zum Aufhangepunkt
|asst sich mit Hilfe des Satz von Steiner berechnen. Sei Jg das Tragheitsmoment
relativ zu seinem Schwerpunkt, so ist

J J
J = Js +ms®, womit [, = =2 4 (2)
ms ms

Jetzt lassen wir das Pendel um den Punkt P’ schwingen, die reduzierte
Pendellange ist dann

J Glg. 2 J J J
= g, SER g T I8 I8
m (. — s) m=S - ms m s

wie man durch Einsetzen von [, aus Glg[2 einfach findet. Folglich ist T = T".
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Ubung: Holzstab als Pendel
Der homogene Holzstab links habe die Masse m und Lange L und
soll um den Punkt P pendeln. In welcher Lange [, muss ich ein Loch
bohren, um dieselbe Schwingungsdauer zu erreichen, wenn ich den

L /7 /1, Holzstab dort (im Punkte P’) aufhdnge? Im Folgenden setzen wir
m=p-c-b-L, wo p die Dichte und c die Dicke des Stabes seien.

e pr  Losung: Das Tragheitsmoment J des Stabes um den Punkt P ist

+b/2 pL 1,3 1,2
Ip:pz/l2dA:pz/ / ’dLdb = pzb— = —m.
—b/2 Jo 3 3

Mit s = L/2 muss nach den vorherigen Uberlegungen gelten,

_ J _%mLQ_Q
_ms_%mL_S
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Das Flachentragheitsmoment

Wie Sie sicher bemerkt haben, spielten die Dichte, die Breite und die Dicke des
Holzstabes im Beispiel auf Seite in der ganzen Rechnung iiberhaupt keine
Rolle. Wichtig sind allein die Lange des Stabes und seine Masse bzw. seine Flache.
Man rechnet deshalb oft mit dem sogenannten Flachentragheitsmoment

J = /szA = //zzdaz dz, wo A die Querschnittsflaiche des Korpers ist..

Achtung: Dies geht nur fiir homogene Korper mit gleichbleibender Dicke!

Fiir Rechnungen mit dem Flachentriagheitsmoment gilt der Satz von Steiner
unverandert.
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Uberlagerung in zwei Dimensionen — Lissajous-Figuren

(x,¥)=(1-cos(1t+0),1-sin(2t+0)

Wir iiberlagern nun zwei Schwingungen

1.0 A

0.51

x=2A,- cos(ww -t + 9055); Yy = Ay ' sin(wy -t + gpy),

die sich in ihrer Amplitude A, Frequenz w und Phase ¢
unterscheiden kénnen. Sind alle Parameter gleich, ergibt
sich ein Kreis. Ist w, = 2w, so ergibt sich die Abb. links.
weoweosr s Der Punkt gibt den Startpunkt zur Zeit t = 0 an.
Solange wx/wy eine rationale Zahl ist, so muss die Kurve geschlossen sein, man
nennt solche Kurven Lissajousche Kurven. Ist das Verhiltnis w,/w, irrational,
so fullt die Kurve die ganze Flache —A, <z < A4,; -4, <y < A, aus.
Stellt man sich diese Figuren dreidimensional vor, so bestimmt Phasendifferenz
Ap = p; — ¢, den Blickwinkel. Eine Ubersicht iiber das Zusammenspiel von
wz/wy und |@, — @,| ist auf der ndchsten Seite gegeben. Dabei ist A, > A,,.

—0.5 1
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1/2

Wx/Wy
1/4 1/3

2/3

=2\

SO
O=2x0
RES 30
K== >

/4 /2

|¢x_¢y

3n/4

Auf  der gewohnten  Webseite
steht auch ein  python-Skript
lissajous.py zur Verfligung, mit
welchem Sie Lissajous-Figuren ani-
mieren konnen.

Fiir die Graphik links wurde

x(t) = Ap-cos(wy - t+ pz),
y(t) = A, -sin(w,-t+ ¢,)
mit A, = A, = 1 verwendet. Offen-

sichtlich spielt das Verhaltnis von w,

zu w,, und die Differenz @, — ¢, eine
Rolle.
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Gekoppelte Pendel

Zwei Massen seien mit Federn (mit Federkonstanten
D D1g D D) an ihre Ruhelagen x1 = 0 und x5 = 0 gekoppelt.
Beriicksichtigen wir nur die direkte Kopplung an
die Wand (D12 = 0), so haben wir zwei separate
Schwingungen, ma; = —Dx1 und mis = —Dxo. Nun koppeln wir sie zusatzlich
durch eine Feder mit D15. Dann spiirt Masse 1 zusatzlich eine Kraft Dyo(xo — 1)
und Masse 2 zusitzlich eine Kraft mit umgekehrtem Vorzeichen, —D1s(zo — x1).
Es ergibt sich also das folgende Gleichungssystem:

1 2

m:}il = —Dxl — D12(£U1 — xg),

’Inflfg = —DCCQ — D12<332 — 5131).

Dies sind zwei gekoppelte Differentialgleichungen! Durch Addieren und Subtra-
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hieren erhdlt man zwei neue Gleichungen,

m(xl—i—xg) = —D(afl—l—ﬂjz)
m(:vl — $2) — _D(xl — 332) — 2D12($1 _ 332)7
was dazu einladt, neue Variablen &7 = (27 + 22)/2 und & = (21 — x2)/2
einzufiihren.
. D
méT = —DET mit w? ==
m
. D+ 2D
mé~ = —(D+2Dp)é mit Wl = 2212
m

Die separierten Losungen €T und £~ konnen zuriicktransformiert werden nach
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T =&+ & und 29 = €T — €7, und fiihren zu einer Schwebung.

Amplitude

Amplitude

w1—w2t+¢1—¢2

w1+wzt+¢1+¢z

r1 = 2Acos
2 2 2 2
. [ w1 — w2 ¢1 — P2 w1 + w2 ¢1 + P2
To = —2Asin t + t
2 2 2 2
U T I O L S T
_____ — x1(t)
I AN AN AW A AV AV AN AV AN AN AV AVAV VAV AV AN AN AV AV AVAVAVLS \/ \
............................................ S
o \/\
—11 o Ve.. V... ' BERLE CPP PP ',..- ' ...: ............ _.-"
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5

Zeit [1/w]
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Mehrere gekoppelte Pendel

Nun koppeln wir mehrere Pendel aneinan-

D D D D der. In der Situation links koppelt Masse
1 an Masse 2 und Masse 2 wiederum and
1 2 3 Masse 1 und 3. Mathematisch
mxy = —Dzxi— D(:El — 562) = —2Dzx1 + Dxo,
m&fg = D.fl?l — QDCEQ + D:E‘g,
mflfg = ng — 2DZE3

Dies kann einfacher in Matrixform geschrieben werden.
.i’l —2 1 0 I
D
To | = (—) 1 -2 1 o
T3
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Nun haben wir hier aber noch keine Dampfung vorgesehen, im Prinzip kdnnen
die einzelnen Massen verschieden sein, wie auch die Federkonstanten. In diesem
allgemeineren Fall sieht das System der Differentialgleichungen so aus:

mlizi'l bl.fl —2 1 0 X1
moZo | + | oz | = D 1 —2 1 To |,
M3x3 b3£i33 0 1 —2 X3

wo die b; die Dampfungskonstanten sind. Dieses System von 3 gekoppelten
Differentialgleichungen zweiter Ordnung kann man nun in eines von 6 gekoppelten
Differentialgleichungen ersten Grades iiberfiihren, indem wir y; = 21, ys = 2o
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und y3 = 3 definieren. Wir haben dann

jjl = Y1,

, 1

1 = —|—biy1 — 2Dz + Dxs,
mi

j32 — Y2,

, 1

Yy2 = — [—52y2 +x1 — 2Dz + $3] )
ma

563 = Y3,

, 1

U3 = —|—bsys+ x2 — 2Dux3].
ms3

Eine analytische Losung ist miihsam, eine numerische erstaunlich einfach, siehe
das python-Skript drei-oszillatoren.py auf der gewohnten Webseite. Die
Losung ist in der folgenden Figur abgebildet.
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Auslenkung

0.08

0.06

0.04

0.02

0.00

—0.02

—0.04

Drei gekoppelte Pendel

4

Zeit
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Mehrere gekoppelte Pendel Il

(mlz}il -+ blx.l\ (—QD D 0
mgflfg + bgfifg D —2D D
mgfi'g -+ bgjj‘g = 0 D —2D
MaZa + baTa 0 0 D

\1maiis + biss) 0 0 0

was auch wieder numerisch gelost werden kann.

0
0
D

<
S

D

Nach den Uberlegun-
gen der letzten Fo-
lie kann das System
links geschrieben wer-

den als

0
o)
0
D

( 2\

X3 .

2D}

vy
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Auslenkung

0.08 Finf gekoppelte Pendel

- I

0.06}

0.04+

0.02

0.00

—0.02}

—0.04

—0.06

Zeit
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Sie finden auf der gewohnten Web-Seite auch ein python-Skript, in welchem Sie
fiir eine beliebige Anzahl n Oszillatoren das Verhalten berechnen konnen und
auch die Amplitude und Kopplungen verandern konnen. Spielen Sie damit rum
und iiberlegen Sie sich, was die Resultate bedeuten.

https://www.ieap.uni-kiel.de/et/people/wimmer/teaching/PhysIl/

Verandern Sie insbesondere die Randbedingungen und untersuchen Sie, was
dies bewirkt. Wie breitet sich das Maximum in der Amplitude der einzelnen
Oszillatoren entlang der Reihe von Oszillatoren aus? Sie konnen und diirfen den
Code natiirlich auch verandern und verbessern!
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