Elektromagnetische Wellen in Materie

Wir haben bis jetzt elektromagnetische Wellen nur im Vakuum behandelt, dabei
haben wir die Ladungs- und Stromdichten p und ]_"gleich Null gesetzt. In einem
Medium werden diese Terme nun nicht verschwinden. Ferner kommen neue
Erscheinungen dazu, die Emission und die Absorption von Licht. Diese konnen wir
mit unserem soweit erworbenen Wissen zwar noch nicht richtig verstehen, dazu

brauchen wir die Atom- und Quantenphysik. Aber beschreiben kann man sie mit
klassischen Ansatzen wie einem gedampften Oszillator!
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Der Brechungsindex

Wir wissen, dass sich Licht im Vakuum mit “Lichtgeschwindigkeit " ¢ bewegt und
in Materie nie schneller als ¢ ist. Das legt es nahe, die Lichtgeschwindigkeit im

Medium zu schreiben als
/ CVakuum C
C —m ———— — —,
n n

wo n > 1 der von der Wellenlange abhangige Brechungsindex ist,
n=n(\) und deshalb ¢ =c'()).

Diese Verminderung der Lichtgeschwindigkeit ist eine Folge der Wechselwirkung
der auf das Medium einfallenden elektromagnetischen Welle mit den Ladungs-
tragern im Medium. Die Elektronen werden zu erzwungenen Schwingungen ange-
regt und strahlen ihrerseits wie ein Hertzscher Dipol auch in derselben Frequenz
wieder ab, allerdings etwas phasenverschoben.
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Durchgang einer ebenen Welle durch ein Medium mit
Brechungsindex n
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Erzwungene Schwingungen

Oft wird eine Schwingung angeregt oder erzwungen durch eine ortsunabhiangige,
periodische Kraft F' = Fe*!. Die nun inhomogene Schwingungsgleichung lautet

dann
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Ansatz z(t) = Ae’™? einsetzen, 2 Integrationskonstanten — A = | Ale?®
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schwache Dampfung

sehr schwache Dampfung

starke Dampfung-

Damit ist die Phase
¢ = arctan(ImA/ReA)

{und die Amplitude |A| bekannt:
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Brechungsindex I

Diese abgestrahlten elektromagnetischen Wellen iiberlagern sich in jedem Punkt
innerhalb und auBerhalb (hinter) des Kérpers mit den eingehenden primaren Wel-
len. Die Phasenverschiebung der sekundaren Wellen resultiert in einer Verzogerung
der gesamten Welle - die Welle kommt spater an, als wenn kein Medium dazwi-

schen ware, und zwar gerade um
At =(n—1)Az/c,

wo Az die Dicke (oder Schichtdicke) des Mediums ist. An der Stelle z hinter dem
Medium konnen wir die Welle also schreiben als

E(Z) _ EO eiw[t—(n—l)Az/c—z/C]
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EO eiw(t—z/c) _ eiw(n—l)Az/c.

Der erste Faktor gibt die ungestorte Welle im Vakuum wieder, der zweite be-
schreibt den Einfluss des Mediums. Dieser duBlert sich also durch eine Phasenver-

schiebung
e wo ¢=wn-—1)Az/c

Y

Fiir ein Gas ist die Phasenverschiebung ¢ klein (n ist ungefdhr 1, bzw. n — 1 ist
sehr klein), und damit kann e~ ~ 1 — i¢ geschrieben werden. Damit

E(z) = Ej elw(t=z/¢) _ iw(n — 1)—ZE06W(’5_Z/C)
c
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Einfluss der schwingenden Dipole

Die schwingenden Dipole strahlen am starksten senkrecht

zu ihrer Achse aus und in groBer Entfernung von ihnen
z (r > dy, wo dy die Amplitude der Dipolschwingung ist),
also im Fernfeld, lautet der Ausdruck fiir das abgestrahlte
Feld eines einzelnen Dipols

2
P = po_ o uir/e)
D=—"FT—5¢ .
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Nun sind in einer diinnen Schicht Az viele Dipole, namlich
Az [ NdA, wo N die raumliche Dichte der Dipole und
A die Flache bedeutet. Das gesamte abgestrahlte Feld ist




die Uberlagerung aller Dipolbeitrige

ew2d06iwt 00 e—iwr/c
E(z) =— yP— Az/o N . 21 pdp.

Mit 2 = 22 + p? und folglich rdr = pdp ergibt das Integral
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Nun muss ja lim, .., N(p) = 0 gelten und deshalb trdgt die obere Grenze nichts
zum Integral bei.! Damit erhalten wir

wedgN
E(z) = %ewu_z/c)Az.

LEs ist manchmal ganz erstaunlich, wenn “Unendlich” “Nichts” beitragt!



Nun wollen wir's wirklich wissen und setzen fiir die Amplitude des Dipols, dg, den
Ausdruck fiir die Amplitude einer erzwungenen Schwingung ein:

Az Ne?

¢ 2eom [(wi — w?) + iyw]

E(z) = —iw Ege™(t=2/),

was gerade Fjedqium beschreibt!

A :
FEedium = —iw(n — 1)—ZE0 ew(t=z/c),
c
Vergleichen wir die beiden Ausdriicke und l6sen nach dem Brechungsindex n auf,

so finden wir: ,
Ne

2eom [(wg — w?) + iyw]
Der Brechungsindex ist eine komplexe Zahl! Der Brechungsindex hangt in der Tat
von der Wellenlange ab. Genau genommen hangt er von der Frequenzdifferenz

n=1+




zwischen der Frequenz der eingestrahlten Welle w und der Resonanzfrequenz des
ungedampften Dipols ab. Ausserdem hangt er von der Dichte NV der Dipole d,
also von der Atomdichte des Mediums ab.

Zu beachten ist ferner, dass diese Herleitung nur fiir optisch diinne Medien gilt,
n—1<<l.



Absorption und Dispersion

Die beiden Teile des Brechungsindex haben verschiedene physikalische Bedeutun-
gen. Wir schreiben erst Real- und Imaginarteil explizit auf, n = n’ — ix:

14 Ne?
n —
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Die Buchstaben n’ und k wie auch das Vorzeichen des Imaginarteils sind “schon
fast Konvention” . Die Ausdriicke fiir n’ und s nennen sich Dispersionsrelationen.



Um die Bedeutung von Real- und Imaginarteil zu verstehen, untersuchen wir
nochmals das Verhalten von Licht hinter einem Medium. Wir hatten vorhin

E(z) = Fyewlt-(n-DAz/e=z/c]
_ EO ez'cu(t—z/c) _ eiw(n—l)Az/c,

EO eiw(t—z/c) . e—z’w(n/—l)Az/c . e—wmAz/c.

Der Faktor e~“%2%/¢ sagt uns, dass das Licht beim Durchgang durch das Medium
abgeschwacht, absorbiert wird. Die Intensitdat des Lichtes I = ceoE? nimmt
also ab:

I=1,- e—QwﬁAz/c — I, e—ozAz’ Wo  a — 2WK _ 4TK
c A
der Absorptionskoeffizient ist. Er ist proportional zum Imaginarteil des Bre-
chungsindexes.



Der Realteil von n schligt sich im Faktor e—iw(n'=1)Az/c piader der die Pha-
senverschiebung angibt, die das Licht beim Durchgang durch das Medium
erfahrt, Ap = w(n’ — 1)Az/c = 2n(n’ — 1)Az/Xg, wo Ay die Wellenldnge im
Vakuum bedeutet. Durchlduft Licht nun eine Stecke Az = A\g, so erfahrt es im
Vakuum eine Phasenverschiebung von 27 und im Medium n/27.

Nun ist aber die Wellenlange definiert als der raumliche Abstand zwischen zwei
Phasenflachen, die sich um 27 unterscheiden. Deshalb muss also im Medium die
Wellenlange kleiner sein als im Vakuum,

A= )\O/n’.

Weil sich die Frequenz aber nicht dndert, muss sich folglich die Phasengeschwin-

digkeit andern
c
Vph — C, =
n



Lichtstreuung

In der Herleitung des Brechungsindexes wie auch bei der Behandlung der Absorp-
tion und der Dispersion haben wir die Richtungsabhangigkeit der Abstrahlung der
angeregten Dipole vernachldssigt bzw. deren Maximalwert ¥ = 7/2 verwendet.
Die durch die linear polarisierte einfallende Welle angeregten Dipole schwingen
alle in der Richtung des wechselnden E-Feldes. Wir nennen sie x-Richtung. Das
abgestrahlte Licht ist natiirlich nicht nur parallel zum einfallenden Licht, sondern
kann auch einen Winkel dazu aufweisen. Die mittlere abgestrahlte Leistung eines
Dipols ist
P e?riw?
32m2eqc3
Der Prozess, in dem Licht in eine von ¢ = 7/2 verschiedene Richtung abgestrahlt
wird, wird Streuung genannt.

sin? 9.



Kohdrente Streuung und Interferenz

Warum streuen dann die Dipole in einer Fensterscheibe
das Licht nicht in alle Richtungen? Um dies zu verste-
hen, untersuchen wir vorerst ein geometrisch besonders
einfaches Stiick Materie, ein Kristallgitter. Alle Dipole
in der links gezeichneten Ebene sind gleich ausgerichtet
und emittieren Licht mit derselben Phase und Frequenz.
Licht, welches von einem Dipol (links blau eingezeich-
net) in Richtung o abgestrahlt wird, hat gegeniiber
dem von den benachbarten Dipolen abgestrahlten Licht
einen Wegunterschied von As = dsin «, der wiederum
einen Phasenunterschied verursacht,

vy

2 2
Ap = %As = Tﬁd sin av.



Die Gesamtamplitude E aller Dipole auf der Geraden x in Richtung « ist dann
die Summe aller Teilamplituden E;,
N N N
E — Z E; = Ey Z el (Wtte)) — [ et Z e I=DAg

Jj=1 J J=1

weil wir die Phase der ersten Welle ¢ = 0 gesetzt haben. Dies ist eine geometri-
sche Reihe?
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_ i(¥)ag sin(NA¢/2)
sin(A¢/2)

Die Intensitit I = goc|E|? des gestreuten Lichts ist nun einfach zu finden

sin? z

_ sin®[N7t(d/\) sin af

I{a) =T sin?[r(d/\) sin a Nl

— fir /N =mn(d/\)sinaf||l.
T

Fiir kleine Gitterkonstanten d < A und eine groBe Anzahl von Gitterpunkten
(Dipolen) unterscheidet sich I(«) nur bei o = 0, also bei einem Winkel senkrecht
zur Dipolachse, merklich von Null. Beide Annahmen sind fiir sichtbares Licht
gerechtfertigt. Insbesondere ist N immer sehr groB. Darum geht also Licht gerade
durch eine Schicht von Luft mit konstanter Dichte.



Inkoharente Streuung

Sind die Dipole nicht regelmaBig angeordnet, sondern zufillig verteilt, wie z. B.
in Pulver, Aerosolen oder Fliissigkeiten, so andert sich das Verhalten dramatisch.
Es gibt keine festen Phasenbeziehungen zwischen benachbarten Streuzentren (Di-
polen). Warend wir bei fest angeordneten streuenden Oszillatoren von koharenter
Streuung gesprochen haben, sprechen wir bei unregelmaBig oder zeitlich variabel
angeordneten Streuzentren von inkoharenter Streuung. Um den Unterschied klar
hervorzuheben, betrachten wir zwei Oszillatoren, die Wellen aussenden mit den
Schwingungsamplituden

x1(t) = A coswt;

und
12(t) = Asg cos(wt + @),



wo wir eine Phase ¢ zwischen den beiden Oszillatoren zugelassen haben. Sie
konnte auch verschwinden, ohne die Rechnung wesentlich zu verandern.

Die Gesamtintensitat in Richtung « ist dann,

2
I = goc[A; coswt + Ay cos(wt +)]?, wo P = ¢+ Tﬂ sin av.

Ausmultiplizieren ergibt

I = eoclA;cos®wt + Agcos?(wt + ) +
2A1 As(cos(2wt + ) + cos )],

wo wir die ldentitdt 2 cos acos 3 = cos(a + 3) + cos(a — [3) ausgenutzt haben.
Das Licht oszilliert sehr schnell, und wir sehen nur den zeitlichen Mittelwert



tiber viele Oszillationen. Bildung des zeitlichen Mittelwertes cos?wt = 1/2 und

coswt = 0 ergibt .

I_ = 5800[14% + A% + 214}/42@]
Nun konnen wir zwei Falle unterscheiden. Die Phase zwischen den beiden Oszil-
latoren 1) bleibt immer gleich, oder sie ist statistisch verteilt oder verandert sich
mit der Zeit.3 Betrachten wir vorerst den Fall, dass sich die Phase nicht dndert.
Dann ist cosy = cos 1, was je nach Wert von 1 Werte zwischen

1
Imaxzisoc(Al—l—Ag)Z fir v =m- 27, m=20,1,2,...

und

1
Lin = 550(;(Al —A))? fir vy=0C2m+1)-71, m=0,1,2,...

3Diese zeitliche Anderung soll langsam sein im Vergleich zur Wellenperiode des Lichtes.



annehmen kann. Dieser Fall fiihrt also, wie weiter oben diskutiert, zu Interferen-
zerscheinungen. Er entspricht also der bereits diskutierten kohdarenten Streuung.

Im Falle statistisch verteilter Streuer (raumlich oder zeitlich zufallig variable Phase
1) ist der Zeitmittelwert cos?) = 0 und damit®

~ 1
I = Seoc(A7 + 43).

Damit sehen wir, dass

e koharente Streuung: Intensitat gleich Quadrat der Summe aller Streuamplitu-
den

e inkohdrente Streuung: Summe der Intensitdten der einzelnen gestreuten Wellen.

*Der zeitliche Mittelwert reicht. Raumlich zuféllig verteilte Streuer werden durch die einfallende ebene Welle zu
zufalligen Zeiten erreicht und schwingen deshalb auch mit einer zeitlich zufilligen Phase.




Streuquerschnitte

Fiir sehr viele Anwendungen in der Physik spielt der Begriff des Streuquer-
schnitts eine sehr wichtige Rolle. Wir definieren ihn als das Verhaltnis aus zeitlich
gemittelter gestreuter Leistung pro Streuzentrum Pg/N und zeitlich gemittelter
einfallender Lichtintensitat I,

Ein Hertzscher Dipol sendet im Mittel in den Raumwinkel €2 = 1 Sterad die
Leistung ab

Ne?z3w?
- 327’(‘28063
Um die gesamte, iiber den gesamten Raumwinkel {2 = 47, abgestrahlte Leistung
zu finden, miissen wir den Ausdruck fiir die Amplitude der Dipolstrahlung einsetzen

sin? .

Ps(9)




und anschlieBend iiber alle Winkel 9 integrieren.

e/m

o — _ E'Oei(wt—l—q))’
@+ G2
Py (w. ) Ne*E2 sin” v w?
W — :
SV 32m2m2epcd  (wi — w?)2 + (yw)?’
_ NetE? w?
s(w) = -

12rm2e0c3 (w2 — w?)? + (qw)?’

wobei das Integral iiber den gesamten Raumwinkel so ausgefiihrt wird: In Polar-
koordinaten lautet das Doppelintegral

2m T
/Sin219dQ = / dgp/ sin® ¥ sin 9dv,
0 0



= 27?/ (1 — cos* 1) sin ¥d9,
0

1
= —27r/ (1—-1¢%), wo t=cosd,
—1

8T
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Damit ergibt sich unter Beriicksichtigung der zeitlichen Mitteilung der einfallenden
Strahlung ® fiir den Streuquerschnitt die Beziehung

etE? w?

B 6rm2egc? . (wg — w?)2 + (Yw)?

gs

Xip = (1/2)€OCE(2), weil sin? wt = 1/2.



Elektromagnetische Wellen in Materie

Wie lauten nun die Maxwellschen Gleichungen in Materie? Und was lernen wir
aus ihnen?

Den Einfluss von Materie kdnnen wir dadurch beschreiben, dass wir
g0 — €0, und Lo — ppo

setzen. Dann

V.- E=" V.-B=0,
EEN
VXE=——— V X B = ' —



was mit der dielektrischen Verschiebungsdichte D= 5505 = z—:OE — ]5 wo P die
dielektrische Polarisation ist, die Maxwellgleichungen in Materie ergibt:

—

B=o0,

. -~ 9D
B = )+ — .
X MMO(]—F&)

Als Folge konnen wir nun die Wellengleichung schreiben

<\

V-D=p
_9B
ot

<\

V x E =

PE 1 0’E
otz w2, 02

AE = HHOEED

Die Phasengeschwindigkeit v, ist wie erwartet v, = ¢/ /lE.

Fiir nicht ferromagnetische Materialien ist ;1 ~ 1. Setzen wir den Ausdruck fiir



die dielektrische Verschiebung ein, so erhalten wir

. a2E+ ?P 1(92E+ 1 9°P
oz M2 T 2 a2 goc? Ot?

Hier sehen wir wieder, wie die Welle hinter dem Medium aus der un-
gestorten einlaufenden Welle (mit Geschwindigkeit ¢) und einer sekundaren
phasenverschobenen Welle zusammengesetzt ist. Die Geschwindigkeit betragt

vpp = ¢ = ¢/\/e = ¢/n, womit wir n = /¢ haben.



