Ubung Looping

Ein Ball rollt reibungsfrei die Schiene herunter

O in einen Looping. Wie hoch muss seine Aus-
2r | gangshohe h sein, wenn er in Ruhe startet und
h . sehr klein ist?
Hinweis: Sie konnen den Ball als einen Massen-
' I punkt annehmen (ldealfall).
Losung:

Im obersten Punkt (bei Hohe h' = 2r) muss die Zentripetalkraft gerade die
Erdanziehung kompensieren. Also (betragsmiBig)

2

Yo - 2
az =-_"=9 also gilt vj =rg.
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Um die Geschwindigkeit vy im obersten Punkt des Loopings zu berechnen
benutzen wir die Energieerhaltung. Fiir einen Massenpunkt gilt

1
imfug = mg(h — 2r).

Wie wir vorher gezeigt haben, gilt ja v3 = rg, was wir nun einsetzen. Wir kiirzen

auch noch durch die Masse m des Massenpunktes, welche auf beiden Seiten der
Gleichung vorkommt und erhalten

—rg=g(h—2r) — h=2-r.

Der Ball muss mindetens /2 hoher starten, als der hochste Punkt des Loopings.
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Rotierende Bezugssysteme: Die Corioliskraft

J; In der Nordhalbkugel wird
nach rechts abgelenkt;
in der Siidhalbkugel wird
nach links abgelenkt.

Corioliskraft

Ursprung von Zyklonen und

Antizyklonen.
Abnutzung von Bahngeleisen.
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Corioliskraft 1l

Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer rotierenden
Scheibe von A aus mit der Geschwindigkeit v

nach B hin. Infolge der Rotation erreicht er aber nach
einer Zeit t den Punkt B’. Fiir mitrotierende
Beobachter scheint der Massenpunkt also einer Kraft
ausgesetzt, die wahrend der Zeit ¢ gewirkt hat.

AB = vt, ferner BAB' = wt

BAB' = BB'/AB also BB’ = wut?

Mit s = %ath ist also BB’ = wut? = %ath,
also a, = 2ww.
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Bewegungen in rotierenden Bezugssystemen

Betrachte zwei Bezugssysteme K und K’, deren Ursprung zusammenfallt, K’
aber gegen K rotiert, also kein Inertialsystem sei. Wie wir bereits gesehen
haben, lasst sich jede Bewegung eines starren Korpers, also insbesondere eines
als starr vorausgesetzten Bezugssystems, als Uberlagerung einer Translation
und einer Rotation darstellen. Also lautet der Zusammenhang zwischen zwei
Geschwindigkeiten v und v' gemessen in K bzw. K’

T=0 + (@ x7), (1)

wobei ¥ die Geschwindigkeit ist, die in K’ gemessen wird, wenn man die Rotation
nicht beriicksichtigt. Die Beschleunigung a erhalten wir durch Ableitung nach der

Zeit
. dv de’+ *xdf
= —— = — w e
dt dt dt )’
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weil ja & = const. Wir bestimmen nun d¢’/dt im Koordinatensystem K, aber
in Koordinaten von K’ ausgedriickt. Dabei muss beriicksichtigt werden, dass

sich nicht nur die Geschwindigkeit andert, sondern auch die das Bezugssystem
= =]

aufspannenden Einheitsvektoren €, ¢, ,¢,. Also

/ / z I —
- = |Gy Ty o —v, + —v, + —v, | =ad +(w xT).

de’ v dv!,  wdu, o dv dg; dg; dé ,
+ dt dt Y dt *

Einsetzen liefert

id=—=d + (Jdx0)+ (J x 7).
Nun setzen wir den allgemeinen Ausdruck fiir die Geschwindigkeit v ein, Glg. 1,
d=d +2(@xv)+dx (Jx7).
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Diesen Ausdruck kénnen wir nun endlich auflésen nach der Beschleunigung a’,
welche im rotierenden Bezugssystem K’ gemessen wird

i = d+2({0 xd)+dx (Fx D)

— — —

= a-+ac +az

Coriolisbeschleunigung dc = 2 (
Zentrifugalbeschleunigung d; = &J x (¥ X &)

Im beschleunigten Bezugssystem wirken zwei Scheinkrafte, die Corioliskraft
und die Zentrifugalkraft!
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Nachweis der Erdrotation - Das Foucault’sche Pendel

Die Rotation der Erde macht sich in einem Punkt P be-
merkbar als eine Uberlagerung einer Rotation der Ebene
um & und eine weitere Rotation um J)’H.

Der Erdboden im Punkt P rotiert mit & = w sin ¢
um eine Achse senkrecht zum Erdboden und mit & = w cos ¢
um eine Achse parallel zu &),.

, In Kiel (¢ =~ 54°) dreht sich die Erde mit ca. 12° /h unter einem
P | Foucaultschen Pendel weg.
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Beispiele

Eisenbahn: Auf der Nordhalbkugel nutzen sich die rechte Schiene und die
rechten Rader schneller ab.

Zyklone und Antizyklone auf den beiden Hemisphiren drehen sich im
gegenlaufigen Sinne

Passatwinde

Flusslaufe auf der Nordhalbkugel sollen rechts hohere Ufer aufweisen als links.
Umgekehrt auf der Siidhalbkugel.

Der Wirbel in der Badewanne wird allerdings durch andere Effekte wesentlich
starker beeinflusst, weshalb hier die Voraussage nicht erfiillt wird.
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Starre Korper

Die Bewegung eines ausgedehnten Korpers ist komplizierter als die eines
Massenpunktes. Der Einfachheit halber betrachten wir als Modell einen starren
Korper, der sich nicht deformieren lasst.

Starrer Korper: Die gegenseitigen Abstdnde der konstituierenden
Massenpunkte lassen sich nicht verandern.

Freiheitsgrade eines Massenpunktes: 3 (Translation) Freiheitsgrade eines starren
Korpers: 6 (Translation, Rotation)

Die Bewegung eines starren Korpers lasst sich beschreiben durch eine
Uberlagerung einer Translation mit einer Rotation.
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Bewegungsenergie eines starren Korpers

Tis = & X 7
Bewegungsenergie FEiyiy:

1 9
Eyin = 3 D il MGV;

1 — — 2
=52, m;(Vis + Us)
1 2 2
52 mi (Vi g+ 2v; svs + US)
_ 1 . M2
=3 D mv; ¢ + 5 Vg

_ 1 2 2
— Ekin,trans + 5 Zz m;r,w

— Ekin,trans + Ekin,rot

Die neu auftretende GréBe > . m;r; heiBt

/ Tragheitsmoment J des starren Korpers
T beziiglich der gewahlten Rotationsachse.

Damit gilt Bl ot = J /2w,
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Tragheitsmoment

Wir definieren also das Tragheitsmoment um eine Rotationsachse als

JiZmi’r'Z-Q > 0,

ferner

[J] = ML? = kg m*°.
Das Tragheitsmoment ist weder ein Vektor noch ein Skalar, sondern ein
sog. Tensor. Fiir die Rotationsenergie lasst sich schreiben

1
Ekin,rot — §JW2-
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Tragheitsmoment eines Zylinders

J = fOR dmr?

dm = 2nwrdrhp

dJ = dmr? = 2nridrhp
J = [dJ =2zhp [Fdrr
J = %hpR4

Hohlzylinder: J = Zhp (R, — R})
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Bergabrollen von Zylindern: “Bergrennen”

Eoot = mgh

Etot — Ekin + Erot

mgh = smv? + S Jw?
1 TN .2
=3 (m+ R2> v
b = 2mgh
o m+J/ R?

Zylinder mit verschiedenen Tragheitsmomenten sind verschieden schnell!
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Satz von Steiner

— —

ri =Ts+T;s
7 =Te+Tis 275 Tis
2 2 22 49w =
> myt —ZszS+Zmz7}-,5+ TS - > MT5 8
:MT%—!—JS—I—Q’FSz:miﬁ;,S

aber Y m;7; s = 0, nach Definition des Schwerpunktes!

Satz von Steiner: J = Mr% + Jg
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Drehmoment

Drehmoment M:
M=rxF

[M} — Nm

Trotzdem: Drehmoment # Arbeit!

Das Drehmoment ist ein Vektor, Arbeit ein Skalar!
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Drehmoment ||

Wir betrachten 2 Massenpunkte my und msy, auf die, neben der gegenseitigen
Wechselwirkung F5; = Fig, zusatzlich eine auBere Kraft £} bzw. F5 wirken soll.
Die dazugehorigen Drehmomente bzgl. des Nullpunktes 0 sind

M1 = F1X(ﬁ1+ﬁ21)7
M2 = sz(ﬁQ-l-ﬁm)

und das Gesamtdrehmoment lautet

M = (771 X ﬁl) + (7?2 X ﬁg) + (7?1 — 772) X ﬁgl.

Die inneren Krafte ]321 — ﬁlg wirken aber entlang von 77 — 75 und deshalb
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verschwindet der letzte Term. Somit:

—

M=<771><F;1)—|—(772><F;2),

das totale Drehmoment ist gleich der Vektorsumme der einzelnen Drehmomente.
Insbesondere gilt:

Wirken keine auBeren Krafte auf
das System, verschwindet auch das
Drehmoment auf das System.
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Drehimpuls

Der Impuls m;v; andert sich laufend.
Der Drehimpuls L andert sich nicht!
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Drehimpuls Il

[L] = ML*/T =kg m?/s =J s

Der Drehimpuls ist quantisiert! D.h.es gibt einen kleinsten Drehimpuls. Nach
Heisenberg gilt
AzxzAp > h,

folglich muss jede Anderung des Drehimpulses mindestens % betragen. h =
1,054 - 10734 Js ist sehr klein, weshalb man diesen Effekt im alltiglichen Leben
auch nicht bemerkt. Elementarteilchen haben aber einen Eigendrehimpuls, ihren
sog. Spin, der in Einheiten von A ausgedriickt wird.

F: Neutron: Spin = 1/2h, Proton: Spin = 1/2h, Elektron: Spin = 1/2#,
B: Photon: Spin = 1A, W- und Z-Bosonen: Spin = 1h, Graviton: Spin = 2h.
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Erhaltung des Drehimpulses

Der Drehimpuls des Systems ist gegeben durch

Die zeitliche Anderung erhalten wir durch Ableitung nach der Zeit,

dr dry . . dpi dry . dps
S — — X X — — X X —
dt Cqp ¥ Prtmx )+ gy x Pt x—7)
dp’ dp:
_ le% + ng% weil @ || 7

= (771><ﬁ1)—|—(’]°—é><ﬁ2):]\2
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Die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses relativ zu einem Punkt ist gleich
dem Gesamtdrehmoment relativ zum selben Punkt. Insbesondere gilt:

Wirken keine auBeren Krafte auf das
System, bleibt dessen Drehimpuls
konstant.
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Maxwell-Rad

—

Drehmoment M = 7 x F

M = |M| = rmg

Q= d’¢ _rM _ r’mg
dt? J smR24+mr?
a =
1+
2r
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Ein angreifendes Drehmoment verandert den Drehimpuls

Ein aufgehingtes und drehendes Rad bewegt sich!

. langsam um die Aufhangung. Diese Bewegung kommt
= \ durch das angreifende Drehmoment zustande. Es dndert
M = 7 x Fg laufend den Drehimpuls. Weil die Anderung senkrecht
auf diesem steht, andert sich dessen Betrag nicht,

A Z sondern nur die Richtung.

dt *

\ Mathematisch ausgedriickt lautet dies M = 4L

e Das Drehmoment andert den Drehimpuls.

IMan nennt diese Bewegung Prazession.
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Vergleich Translation <~ Rotation

Translation Rotation

Lange L Winkel ¢

Masse m Traheitsmoment J
Geschwindigkeit v Winkelgeschwindigkeit w

Impuls p Drehimpuls L

Kraft F Drehmoment M

Eyin = %va JOE— %JwQ

Riickstellkraft F' = — D7 Riickstelldrehmoment M = —ﬁgb

Schwingungsdauer T' = 2wv/m/D  Schwingungsdauer T' = 27+/.J/D
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Nachtrag Rotierende Systeme: Winkelbeschleunigung

Die Anderung des Drehimpulses L =Fx p durch ein angreifendes Drehmoment

M, —>

dL. d , | dr  _ _ dp

— =—(r'xp)=—X X —

it P = g T
fiihrt zu einer Anderung der Rotationsgeschwindigkeit bzw. Winkelgeschwindigkeit
w des Systems. Diese kann als Winkelbeschleunigung aufgefasst werden:

5 dw
wWw = —

dt
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Der Kreiselkompass

Der Kreiselkompass soll immer die Nordrichtung angeben. Dazu kann die
Erdanziehung ausgenutzt werden, die immer zum Erdmittelpunkt zeigt. Patent:

Anschitz Kiel.

Start Reise

Die Erdanziehung Fe zeigt Immer

zum Erdmittelpunkt. Dadurch erfahrt der
Kreisel ein Drehmoment, welches die Kreisel-
richtung um genau den Winkel verdreht, der
notwendig ist, um den Kompass wieder nach
Norden zeigen zu lassen.
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Der Kreiselkompass von Anschiitz

Auf Schiffen ist die Halterung/Lagerung ein Problem. Dieses wurde hier in Kiel
durch Anschiitz gelost.

] 7
a d! y //
W\ vl
;: i -— T . } =
N \ ‘
=
; 1 ;
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s
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a
i £
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Der Kreiselkompass von Anschiitz ||

Auch beriihmte Leute waren mit von der Partie. . . A. Einstein war am Patent
beteiligt und besuchte deswegen mehrmals Anschiitz in Kiel.

FEinstein, Anschiitz
und der
Kieler Kreiselkompafl

260 240
it

e

270 250

®
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Prazession der Erdachse

Erdrotation — Zentrifugalbeschleunigung @ = w?R cos ¢ ~ 3.4 cos ¢ cm/s>.
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Die Tangentialkomponente fiihrt zur Ausbildung von “Wiilsten” entlang des
Aquators. Diese werden verschieden stark von der Sonne angezogen, was einem
Drehmoment auf die Erde gleichkommt. Folge: der Drehimpuls der Erde bleibt
nicht konstant. Die Erdachse prazessiert einmal in ca. 26’000 Jahren.

Der Unterschied in der Anziehung verschwindet im Friihling und im Herbst
und ist auch im Sommer und Winter nicht gleich stark. Diese Unterschiede
filhren, zusammen mit dem Einfluss des Mondes, zu kleineren Schwankungen des
Drehimpulses, welche in der Astronomie “Nutation” genannt werden, auch wenn
es sich streng genommen nicht um eine Nutation handelt.
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Schwingungen

Eine ausgelenkte Feder schwingt harmonisch. Die Bewegungsgleichung

fiihrt zu einer Schwingung

. . D
z(t)=A-e“"+B-e7™ mit w=4/— wo
m

A= (Fo 10\ ciwto g B = (F0y LTOY iwty
2 2w

Die Schwingung kann auch als reine sin oder cos Schwingung geschrieben werden,
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was genau so allgemein ist, aber einfacher aussieht. Im allgemeinsten Fall
z(t) = asin(wt + ¢),

wo a die Amplitude, w die Frequenz und ¢ die Phase der Schwingung bedeutet.

Zwei Schwingungen lassen sich auch iiberlagern, man spricht dabei von
Superposition von zwei Schwingungen,

1 = aisin(wit + ¢1),

ro = agsin(wot + ¢a),

r3 = T1+ T2,

r3 = apsin(wit + ¢1) + agsin(wat + ¢P9). (2)

Bei der Superposition spielen sowohl die Frequenz, die Amplitude wie die
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Phase eine entscheidende Rolle fiir die entstehende Schwingung. Der wichtigste
Spezialfall ist der der sog.Schwebung. Wir betrachten zwei Schwingungen
derselben Amplitude, aber mit etwas verschiedener Frequenz (und der Einfachheit
halber verschwindender Phase):

r1 = asinwit, T9 = asinwst.

Nach dem Additionssatz sin a + sin 8 = 2sin((a + 3)/2) cos((a — 3)/2)

x(t) = 2asin (wl ;th) COS (w1 ;w2t> : (3)

also eine Modulation einer hochfrequenten Schwingung durch eine niedrigfre-
quente Schwingung.
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Uberlagerung zweier Schwingungen
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In der Abbildung nebenan sind
die zwei Schwingungen der
beiden oberen Panele im un-
tersten lberlagert dargestellt.
Dabei zeigt die schwarze Kur-
ve die Formel 2 und die rote
Kurve Formel 3. Beide Kurven
sind, wie sie auch sein sollten,
Jidentisch.

Physik fiir Naturwissenschaftler - V5, Seite 35



Mehrere Schwingungen konnen ebenfalls iiberlagert werden,

x(t) = Z Ay, sin(wpt + ).

n

Solange die Frequenzen untereinander rationale Verhaltnisse aufweisen, so
entsteht daraus immer eine periodische Schwingung! Umgekehrt lasst sich jede
periodische Funktion x(t) = x(t + T') immer in eine Summe der obigen Form
bringen, in der die Frequenzen w, = nw; erfiillen! Eine solche Zerlegung eines
Signals heiBt Fourierzerlegung, die obige Gleichung stellt eine Fourierreihe
dar. Fourierzerlegungen sind ein duBerst wichtiges Werkzeug der Physik. Nicht-
periodische Funktionen konnen durch sog. Fourierintegrale behandelt werden.

Uberlagerungen von zwei Schwingungen in zwei Richtungen (z und y) fiihren zu
zweidimensionalen Figuren, sog. Lissajousche Figuren.

Physik fiir Naturwissenschaftler - V5, Seite 36



Gedampfte Schwingungen

Reibungsverluste z.B.in Luft oder in einer Fliissigkeit fiihren zu einer Damp-
fung einer Schwingung. Zur riicktreibenden Kraft F = —D# kommt z.B.die
Reibungskraft nach Stokes dazu, ﬁR = —6mnrv = —bvu, die proportional zur
momentanen Geschwindigkeit v des Massenpunktes (oder des Pendels) ist. Die
Bewegungsgleichung (Schwingungsgleichung) lautet nun

mi = —bx — Dx,

welche oft vereinfacht geschrieben wird

. : 2 o D
T+ 2vx + wyxr = 0, WO wj = und 2y = —.
m m

Physik fiir Naturwissenschaftler - V5, Seite 37



Schwache Dampfung: v < wy

Es ist klar, dass eine schwache Dampfung die Schwingung nur wenig beeinflssen
wird. Die Dampung duBert sich dadurch, dass die Amplitude der Schwingung
mit der Zeit kleiner wird. Die Amplitude nimmt mit der Zeit exponentiell
ab, A(t) ~ Aexp(—~t). Dieser Abnahme ist die urspriingliche Schwingung mit
Frequenz wy tiberlagert. Die Frequenz w der gedampften Schwingung ist dagegen
leicht verringert (w? = w3 — 7?).

1 T T T | T T T | T T T

K T= zml(oooz- V)

0 20 40 60 80 100
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Erzwungene Schwingungen

Oft wird eine Schwingung ange-
[ j ' ] regt oder erzwungen durch eine

b ‘\ | ortsunabhangige, periodische Kraft

o |- & F = Fysin(wt+ ¢). Die Schwingungs-
| o

chwache Dampfung 4 gleichung erhdlt nun eine rechte Seite
2 sehr schwache Dampfung __ (Wird inhomogen) Und Iautet dann
-4 I | L | L |
0 1 2 3
N 2 Fy
T+ 2yt + wix = Ksin(wt + ¢), wo K =—,
m

Selbst ohne Phase ¢ ergibt sich eine Phasenverschiebung zwischen Anregung
und Schwingung, die durch die Dampfung + und durch die Anregungsfrequenz w
bestimmt wird.

Auch die Amplitude wird durch diese beiden GréBen beeinflusst, hauptsachlich
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aber durch die Anregungsfrequenz. Das fiihrt zum Phinomen der Resonanz.
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y=0.001
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Gekoppelte Pendel

Zwei Pendel mit Federkonstanten D seien zusatzlich aneinander gekoppelt durch
eine Feder mit D1qs.

mil = —DCE‘l — D12($1 — 5172)

mfg = —DZL‘Q — D12(ZL‘2 — xl)

Das sind nun gekoppelte Differentialgleichungen, die man auch [6sen kann (Nur
flir mathematisch Interesierte!). Der wesentliche Punkt, den wir hier beobachten,
ist, dass auch hier die Energie erhalten bleibt. Sie geht von einem Pendel zum
anderen lber - sie schwingt von Pendel zu Pendel!
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Losung der gekoppelten Schwingung

Durch Addieren und Subtrahieren erhdlt man zwei neue Gleichungen,

m(ll?l—l—ib‘g) = —D(Zlfl—l—ZEQ)
m(ZIZ‘Q — l'Q) — _D(ajl — 332) — 2D12($1 _ ZC2)7
was dazu einlddt, neue Variablen &7 = (27 + 22)/2 und & = (27 — 22)/2
einzufiihren.
. D
méT = —DET mit w? ==
m
. D +2D
mé~ = —(D+2Dp)e mit Wl = 212
m

Separierte Losungen &7 und &~ konnen zuriicktransformiert werden nach
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T =&+ & und 29 = €T — €7, und fiihren zu einer Schwebung.

v = 24 cos w1—w2t+¢1—¢2 cos w1+w2t+¢1+¢2
2 2 2 2
N T Y e )
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