Hydrostatik

Wir werden vorerst nur ideale Fliissigkeiten
untersuchen, fiir die sowohl Reibungskrafte
wie auch Oberflacheneffekte vernachlaBigbar
7 — mw?7 sein sollen. Flussigkeiten konnen damit oh-
ﬁ 7 ne Kraftausiibung deformiert werden, in ihrer
Verformung kann keine Energie gespeichert
werden. Einzelne Teilchen (z.B. Molekiile,
Massenelemente) konnen in einer idealen Fliissigkeit frei verschoben werden.
Deshalb steht die Oberflache einer idealen Fliissigkeit immer senkrecht zur an-
greifenden Kraft. Im hier gezeigten Beispiel kann der Winkel o zwischen der
Horizontalen und der Oberflache, bzw. die Steigung, einfach berechnet werden:

—

F

mw3r w3r w2 w2 w2
tana = —

drr = —r* +C = —r% + 2
mg g g 29 29

Physik fiir Naturwissenschaftler - V7, Seite 1



Druck in einer Fliissigkeit

Das Eigengewicht pgdV einer Fliissigkeit
ist in der Regel nicht vernachlaBigbar und
h fiihrt zu einer Zunahme des Drucks mit
| der Tiefe in der Fliissigkeit. In einer in-
kompressiblen Fliissigkeit hat eine Schicht
der Dicke dz das Gewicht pAdz, wo A die
- - ' Querschnittsflache ist. Der Druck auf die
Spittellammsperre am Grimselsee.  untere Fliche ist p = Fg/A = m g/A. In
(mit freundl. Genehmigung KWO). einer Flissigkeitssiule gilt deshalb

h
ca- A
p() = [ @G5 p gt
0
An der Oberkante gilt p(h) = py und folglich p(z) = p-g - (h — 2) + po.
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Gesamtkraft auf ein ruhendes Fliissigkeitselement verschwin-

den. Ist das Eigengewicht der Fliissigkeit vernachlaBigbar,

so ist der Druck p iberall in der Flissigkeit gleich groB.

Dieser Sachverhalt wird in hydraulischen Pressen ausgenutzt.

Dafiir werden inkompressible Fliissigkeiten verwendet. Mit

einem Motor kann ein Stempel bewegt werden. Weil das
Volumen konstant bleiben muss, bewegt sich eine Hebebiihne oder der Presskopf
entsprechend.

ﬁ) Motor Weil sich jedes Fliissigkeitselement frei bewegen kann, muss die

Ubung: Welche Arbeit A leistet der Motor, wenn er ein Auto der Masse m =700
kg um A =1,5m in die Hohe heben muss?

Antwort: Wegen der Energieherhaltung gilt (unabhingig von der Querschnitts-
fliche des Stempels) A = mgh. Wegen V = A1hy = Ashy = const. wirkt das
Verhiltnis der Querschnittsflichen wie eine Ubersetzung oder ein Hebelarm.
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Hydrostatisches Paradoxon
Weil der Schweredruck

I . p = pgh
A A einer Wassersaule der Hohe A nur von der
Dichte p und der Hohe h abhangt, ist
‘ . der Druck auf die Grundflache A in allen
links abgebildeten Gefissen gleich groB?,

selbst wenn doch das Gesamtgewicht der
Fliissigkeiten stark variiert. Deshalb kann
man ein volles Weinfass mit nur einem
zusatzlichen Glas Wein zum Bersten bringen
(Blaise Pascal).

1Reibung spielt keine Rolle, weil sich die Fliissigkeit nicht bewegt.

A A
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Hydrostatischer Auftrieb (Archimedisches Prinzip)

Ein Korper K, z.B.ein Quader, der Dichte pk und

Fa==mn-g Volumen V = Ah - A sei in eine Fliissigkeit der Dichte
::hlﬂ pr1 eingetaucht. Die Gravitationskraft ist Fo = mg.

ho Zwischen der Ober- und Unterkante des Korpers

' besteht ein Druckunterschied Ap = pp - g - Ah. Dies

Ah = h, — h, fdhrt zu einer Auftriebskraft

Fg=mg-g Fo=Ap-A-é, = pmgAAhé, = —my - §.

Dies gilt natiirlich auch fiir beliebig geformte Korper. Auf jedes Volumenelement
wirkt neben der Gewichtskraft Fy = prgdV auch eine Auftriebskraft, die durch
den Druckunterschied und den Hohenunterschied iiber das Volumenelement
bestimmt wird.
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Ubung: Color Fantasy

Die Color Fantasy wiegt etwa 54’000 Tonnen, ist 223,90 Meter
lang und 35 Meter breit. Wie groB ist ihr Tiefgang? Machen
Sie vereinfachende Annahmen.

Losung: Nach Newton Il muss die Gewichtskraft auf die Color
Fantasy gerade durch den Auftrieb kompensiert werden. Dieser
ist gerade gleich groB wie die Gewichtskraft auf das verdrangte
Wasser. Also

Fo=Mcp-g=Mpg=Vipg=L-B-Ah-p-g.
Nach Ah auflésen ergibt

Mcr 54'000"000 kg

Ah = - .
L-B-pm  223,90-35-1000 m-m-kg/m?

= 6, 9m.
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Oberflachenspannung
Innerhalb einer Fliissigkeit heben sich die Krafte auf ein

Zf—i»o Molekil auf, am Rande oder auch an der GefaBwand in der
3_\&. gh Regel nicht. Um ein Molekiil aus der Fliissigkeit zum Rande
4\21—3: zu verschieben, muss gegen diese Kraft Arbeit verrichtet

L werden. Deshalb muss zur VergroBerung der Oberflache um
a ) AA eine Arbeit AW aufgebracht werden; der Quotient

g e = AW/AA ist die sog. spezifische Oberflachenenergie.
Diese kann mit der Anordnung links unten bestimmt werden.
@ i N3 FAs Zur VergroBerung um AA =2-L-AS (zwei Seiten) ist die

___________

e et folgende Arbeit erforderlich:

’ F
| / AW =F -As=cAA=¢-2-L-As, also Uiize,

wo o, die sog. Oberflachenspannung, gerade gleich ¢ ist.
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Druck im Inneren einer Seifenblase

Wir konnen den Druck im Inneren einer kugelformigen
Seifenblase jetzt einfach bestimmen: Die Seifenblase
versucht sich zusammenzuziehen (Oberflachenspan-
nung), was einen kleinen Uberdruck Ap im Innern
erzeugt. Die Druckkraft nach auBen wird gerade durch
die Oberflachenspannung kompensiert. Ein stabiler Zu-
stand ist nur dann erreicht, wenn der Energiegewinn
e - AA durch eine Verkleinerung der Blase um Ar
gerade gleich dem Energieaufwand F,Ar = Apdrr?Ar ist.

e-2-4m [r® — (r — Ar)?] = Ap - drxr®Ar.
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Vernachlissigen wir Terme mit Ar?, so erhalten wir:

Hier steht 4 = 2 x 2 im Zahler weil die Seifenblase eine Innen- und eine AuBenseite
hat.

Der Uberdruck sinkt mit wachsendem Radius

r. Dies fiihrt auch dazu, dass im Versuch links

der groBe Ballon wichst, wahrend der kleine

schrumpft. Ist also die Oberflachenenergie posi-

4 IQ tiv, so versucht eine Fliissigkeit bei gegebenem

=__ Volumen eine minimale Oberflaiche einzuneh-
men.

e

1
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Kapillaritat

o L Wenn wir ein Rohr in Wasser eintauchen, so steigt
2r " M 1 7 der Wasserstand im Rohr um h. Ist der Innenradius
\%%\a der Kapillare kleiner als der gekrimmte Bereich

hi dA der Flissigkeitsoberflache, so ndhern wir diesen als

¢ Kugeloberfliche mit Kriimmungsradius R = r/ cos ¢.
An der Fliissigkeitsoberflache herrscht der Druck

P 20 20
p=— = —cos¢ (nur eine Seite, daher 20).
TD

Die Druckkraft auf die Fliche ist pmr? und muss gleich sein wie die Gewichtskraft

der darunterliegenden Fliissigkeitssiule, iz = mg = prr?hg. Daraus folgt fiir die

Hohe h der Saule,
2008 ¢

h =
rgp
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Hydrodynamik
Die Beschreibung von bewegten Fliissigkeiten
muss alle duBeren Krafte, Reibungskrafte und

auf Druckdifferenzen zuriickzufiihrende Krafte
beriicksichtigen, also

e

du

ﬁtot:ﬁp—i_ﬁg—FﬁR:Am%:pdV'E-

Fliissigkeiten, fiir die Reibung vernachlassigbar
ist, verhalten sich wie ideale Fliissigkeiten, sind Reibungskrafte groB gegen die
anderen Krafte, so haben wir es mit einer zahen (viskosen) Fliissigkeit zu
tun. Eine Stromung heisst stationdr, wenn sich die Geschwindigkeit an einem
Ort nicht andert. Stromungen bei denen sich die einzelnen Stromfiden nicht
vermischen heiBen laminare Stromungen. Fiir eine turbulente Stromung ist
aufsteigender Zigarettenrauch ein Beispiel.
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Die Kontinuitatsgleichung

In jeder Stromlinie bleibt die gefiihrte Masse
konstant, denn

p1- 51 uy = pa-Sa- us.

Die GréBe j = p - @ heiBt Massenstromdichte
bzw. Massenflussdichte, es gilt [ = j - S =
const. Wir betrachten nun eine geschlossene
Oberfliche S mit Oberflichenelement dS und zihlen die Stromlinien, die in die
Fliche S eindringen und wieder aus ihr heraustreten. Die zeitliche Anderung
der in S eingeschlossenen Masse M, —OM/0Ot, ist gleich der Masse, die pro
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Zeiteinheit durch S stromt, wobei hinein positiv und hinaus negativ zahlt.

oM D o [ s -

Fir mathematisch Interessierte: Nach dem Satz von GauBl liasst sich das
Oberflachenintegral in ein Volumenintegral umwandeln:

/dvgp /dg-p.a:/dvﬁ-(pﬁ).
v tJs v

Die beiden Ausdriicke ganz links und ganz rechts miissen iibereinstimmen, ja
sogar die Integranden, also:

0 -
a—';) + V - (pu) = 0. Dies ist die sog. Kontinuitatsgleichung.
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Innere Reibung

Wir konnen mit einem Loffel den Tee umriihren, weil

& Yo reale Flussigkeiten Reibung aufweisen. Die Platte A

4 links bewege sich mit vy nach rechts. Die unmittelbar
— daran anschlieBende Fliissigkeitsschicht bewegt sich

L — wegen der Reibung auch mit vy nach rechts. Platte
—~ A B soll still stehen, die unmittelbar dariiberliegende

\B Flissigkeitsschicht bleibt auch stehen. Die oberste

Schicht iibt auf die darunterliegende eine Tangen-
tialkraft aus, die letztere in Bewegung versetzt. Diese wiederum iibt auf die
darunterliegende Schicht eine Tangentialkraft aus, die letztere . . . Aus der
Erfahrung wissen wir, dass

1 dv
— F=nA—.
FFxA FxAv, Fx = also i ;
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Dynamische Viskositdat, kinematische Viskositat

Die Proportionalitatskonstante 1, ist eine materialbahidngige GroBe, die
sog. dynamische Viskositat oder Zahigkeit.

_N-s

n] = - = Pas.

m

Oft wird statt der SI-Einhiet Pa s die veraltete cgs-Einheit Poise (P) verwendet,
1 P ist gleich einer Dezimalpascalsekunde, 1 dPa s.

Oft wird auch die kinematische Viskositit v = 7/p verwendet. Der
Kehrwert wvon 17, 1/n heiBt Fluiditat. Die Viskositdit wvon Wasser

fir verschiedene Temperaturen ist in der Tabelle unten angegeben.
Temperatur [C] 0 10 20 30 50 70 100

Viskositat n [Pas] 1,792 1,307 1,002 0,798 0,548 0,404 0,282
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Das Stokessches Gesetz

Aus der Erfahrung wissen wir, dass ein Loffel (oder fiir Phy-
siker eine Kugel) mit einer gleichbleibenden Geschwindigkeit
I in den Honig sinkt. Die anfinglich langsame Geschwindigkeit

Fg

(vo = 0) ndhert sich bald einer konstanten Geschwindigkeit
Fr Uo, bei der die Reibungskriafte gerade die um die Auftriebs-
PFI kraft verminderte Gravitation kompensieren. Stokes hat nun
durch Versuche mit verschiedenen nicht zu groBen Kugeln
herausgefunden, dass

ﬁR = —67T77RK . Uo,

wo Ry der Kugeldurchmesser ist. Die Bedeutung von “nicht zu groB” wird spater
mit dem Begriff der Reynoldszahl genauer gefasst.
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Die Bernoulli-Gleichung

Eine einfache Gleichung der Hydrodynamik folgt aus
der Kontinuitatsgleichung oder der Energieerhaltung.
Um das Fliissigkeitsvolumen AV; = A;- Az um eine
Strecke Ax; zu bewegen muss man, um den Druck
p1 zu lberwinden, die Arbeit

AWl = FlAiljl =P Al . Aﬂjl = plAvl

verrichten. In der Rohrverengung gilt AV, = As-Axo und die fiir die Verschiebung
notwendige Arbeit ist

AWy = FhAxg = py - Az - Azg = pa AV,

womit auch die potentielle Energie der Fliissigkeiten geandert wird. In einer idealen
(reibungsfreien) Fliissigkeit bleibt die Summe aus potentieller und kinetischer
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Energie erhalten

1 1
plAvl + ipu%Avl = pQAVQ + ipugAVQ

Fiir inkompressible Fliissigkeiten ist p = const. und deshalb AV; = AV5, womit
wir die Bernoulli-Gleichung hergeleitet haben:

1, 1,
p1+ 5PUT = P2 + SPU2 = const.
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Hydrodynamisches Paradoxon

Ein besonders verbliiffendes Beispiel fiir die

¢ Bernoulli-Gleichung liefert das links abgebilde-
> te hydrodynamische Paradoxon. Die durch das

Rohr geblasene Luft zieht in dieser Anordnung
die unter der Scheibe S liegende Scheibe S5 an.
Die Stromungsgeschwindigkeit us wird dabei so
groB, dass der Unterdruck pg — ps zu einer Kraft
(1/2)prus - A fiihrt, die die Gewichtskraft m - g
aufheben kann.

Andere Beispiele sind Zerstauber, Drucksensoren
oder sogar Tragflachenprofile.
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Drucksensoren

N

)
Drucksonde zur Messung des
statischen Druckes.

A

) &
Pitot-Rohr zur Messung
des Gesamtdruckes

N
Prandtlsches Stau-

rohr zur Messung
des Staudrucks
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Das Gesetz von Hagen-Poiseuille

Der deutsche Ingenieur Hagen und der franzosische

RI — Arzt Poiseuille haben 1839 und 1840 die Stromung in
e diinnen Rohren untersucht. Dabei spielt die Reibung

- —® _  fiir reale, nicht ideale, Fliissigkeiten eine wichtige Rolle.

Do l D Die Stromung kommt nur durch eine Druckdifferenz

(Kraft pro Flache) zustande, welche eine ideale Fliissigkeit wegen Newton
Il beschleunigen wiirde. Die reale Fliissigkeit entgegnet der angreifenden
Druckkraft im stationdren Fall mit einer gleich groBen aber entgegengerichteten
Reibungskraft. Die Versuche von Hagen und Poiseuille haben ergeben, dass die
Stromstérke oder der Volumenstrom I = dV/dt (Volumeneinheit/Zeiteinheit)

I

TR* (p1 — p2) P2—D1 2 2
S und  u(r) o (R* —1r?)
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Stokes und Navier haben versucht, Fliissigkeitsstromungen “ab initio” aus den
Newtonschen Gleichungen zu verstehen und haben unabhidngig von einander die
sog. Navier-Stokes Gleichung gefunden,

o .
p(a%—ﬁ-V)ﬁ:—Vp%—ng—Aﬁ.

Wir sehen hier ein nicht-lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, die
Geschwindigkeit ©@ kommt nicht-linear vor. Wie bereits bei der Behandlung
von Schwingungen (chaotisches Pendel, logistische Gleichung) fiihrt die Nicht-
Linearitat oft zu chaotischem Verhalten. Die Navier-Stokes-Gleichung ist auch
fiir Spezialfille sehr schwierig zu losen. In der Regel wird sie numerisch gelost,
dazu existieren umfangreiche Simulationspakete.
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Wirbel und die Zirkulation

. Paradoxerweise scheinen Wirbel nach

* i *F Navier-Stokes nur in reibungsbehafte-
: S ten Flissigkeiten zu entstehen, obwohl

- solche Fliissigkeiten laminar flieBen

- sollten. Tatsachlich entstehen Wirbel

* in reibungsarmen Fliissigkeiten an Stel-

S~ MI%, wo die Reibung besonders stark
w wird, an Grenzflichen, in Ecken oder
w an Hindernissen, kurz, an Stellen, wo
Po p1 groBe Geschwindigkeitsgradienten auf-
treten. Links ist eine solche Situation abgebildet?. Kelvin und Helmholtz haben

bemerkt, dass bereits eine kleine Stérung reicht, um eine laminare Strémung
turbulent werden zu lassen. Die Geschwindigkeitserhohung an den zusammen-

’Dies ist die sog. Kelvin-Helmholtz-Instabilitat.
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gedriickten Stellen fiihrt dort nach Bernoulli zu einer Druckerniedrigung, was
die Stromlinien noch naher zusammenzieht. Dadurch werden sie noch schneller,
was den Druck weiter erniedrigt, etc. Die einmal ausgebeulte rote Stromflache
wird immer mehr ausgebeult, eine instabile Situation. Die weitere Entwicklung
ist in der rechten Halfte der Abbildung gezeigt, die Ausbeulungen werden
immer starker, bis sich diese in Wirbel ausbilden und die Flache vollstandig
verwirbelt wird. Wirbel treten als Folge solcher Instabilititen an vielen Orten
auf. Ein Beispiel sind Kondensstreifen von Linienflugzeugen, die als Folge dieser
Instabilitat “zerfransen”. Andere Beispiele sieht man z. B. nach lokalen Gewittern
an Einmiindungen von Fliissen mit “dreckigem” Wasser in “saubere” Fliisse, wo
die erforderlichen Geschwindigkeitsunterschiede gut sichtbar (und spiirbar) sind.
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3Siehe Reynoldszahl.

Turbulenz

Strémt eine Fliissigkeit geniigend langsam® um
einen Zylinder, so kommt die Stréomung in
den Staupunkten S; und S5 zum Stehen. Die
Flissigkeit stromt um den Korper und erreicht
im Punkt die hochste Geschwindigkeit und damit
nach Bernoulli den niedrigsten Druck pp. In den
Punkten S; und S5 herrscht pg. Uberstelgt die
Geschwindigkeit u einen kritischen Wert ..,
so kommt die Stromung aufgrund der Reibung
bereits an den Stellen W zum Stehen. Auf
die Fliissigkeit wirkt wegen der Stréomung ein
Drehmoment, es bilden sich Wirbel.
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von der Form

Widerstand

Die aufgrund der Wirbel nicht verschwindende
Geschwindigkeit im hinteren Staupunkt bewirkt
nach Bernoulli im Vergleich zur wirbelfreien
Stromung einen kleineren Druck in S5, als
iIn S7. Der Druckunterschied fiihrt zu einer
Kraft, die an dem Zylinder angreift und mit
der Stromung mitzieht. Nach Bernoulli ist die
Druckdifferenz Ap = pg — p; proportional zu
(p/2)u? und die Kraft damit F'p = cp(p/2)u’A.
Die dimensionslose Proportionalitatskonstante
cp ist der Druckwiderstandsbeiwert und hangt

es umstromten Korpers ab. Die Druckwiderstandskraft addiert

sich zu der nach Hagen-Poiseuille durch Reibungsverluste erwarteten Druckkraft
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Fr = (p2 — po) + (p/2)u3A und wir erhalten fiir die gesamete Widerstandskraft

1
Fyw = Fr+ Fp = cwipuZA,

wo der Proportionalitatsfaktor cyyy > c¢p Widerstandsbeiwert heif3t.

Dieser Widerstandsbeiwert kann z. B. mit der

b W Anordnung links gemessen werden. Die Kraft

D Federwaage auf die Federwaage ist wegen des Hebels um

__\ e . D proportional zu Fyy. Typische cy-Werte
Geblase’- T K sind 0,06 fiir ein Tragflachenprofil, 1,2 fiir

eine frontal angestromte Scheibe und ~ 0,2
fir moderne Autos. Noch vor 20 Jahren
waren bei Autos cy-Werte von 0,4 typisch.
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Aerodynamischer Auftrieb |

Der dynamische Auftrieb wird am
einfachsten mit dem Magnus-Effekt
eingefiihrt. Ein drehender Zylin-
der erzeugt aufgrund der Reibung
um sich herum einen Wirbel, der
sich der von links kommenden
Stromung liberlagert. Nach Ber-
noulli entsteht ein Uberdruck unten
und ein Unterdruck oben am Zylin-
der, wodurch dieser einen Auftrieb
erfahrt. Dieser Effekt soll neuer-
dings wieder fiir die Schifffahrt aus-
genutzt werden (Flettner-Rotor).
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Aerodynamischer Auftrieb Il

Der dynamische Auftrieb kann auch wieder als Drcuk-
differenz zwischen oben und unten aufgefasst werden.
I CAmaz Nach Bernoulli,

FA:Ap-A:cA-%p(u%—u%)A.

Bei einem Tragflachenprofil kommt neben der Zirkulati-
0.1 .. : :
+» on um den Fliigel, die wegen Drehimpulserhaltung und
¢cw dem Anfahrwirbel entsteht, der Impulsiibertrag durch
CUW —mmim den Anstellwinkel beim dynamischen Auftieb dazu. Ein

optimal eingestellter Anstellwinkel liefert bei minimalem cy-Wert einen moglichst
hohen cs-Wert. Im folgenden Bild sind die Anfahrwirbel gezeigt - sie fliegen
mit jedem Flugzeug mit und sind wegen der Drehimpulserhaltung gegenlaufig.
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Die Reynolds-Zahl

Fiir Untersuchungen des Verhaltens von Koérpern in Stromungen ist es oft nicht
praktikabel den Korper selber zu untersuchen. Wer hat schon einen Windkanal fiir
den Airbus A-380 oder einen Wasserkanal fiir einen Lindenau-Frachter! Reynolds
hat dieses Problem 1883 untersucht und erkannt, dass man die Reibungskrafte
an einer Kugel oder in einem Rohr umschreiben kann als

12
i fiir Stokes und fg_p =
rpv rpv
( U] ) ( n )

In beiden und vielen anderen Problemen kommt die Kombination

Reig
i

W = fogv2A, wo fgi = fiir Hagen-Poiseuille.

vor. Diese dimensionslose Zahl heiBt Reynoldszahl und erlaubt es, Untersuchun-
gen an Modellen vorzunehmen.
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Die Reynoldszahl Il

Mit der Reynoldszahl kann man Reibungswiderstande allgemein in der Form
_ P 2
Fr= \P(Re)iv A

schreiben. Weil bei allen Stromungen der Teil hinter U(Re) gleich bleibt, wird die
Besonderheit jeder Stromung durch die W(Re) ausgedriickt. D. h. aber, dass ich
Stromungen mit derselbe Reynoldszahl direkt vergleichen darf! Wir kénnen also
ein Modell eines Flugzeuges in einem Windkanal testen, solange die Reynoldszahl
gleich bleibt. Dies kann durch Wahl der Dimension des Flugzeugs (7 in Re) und
der Geschwindigkeit (v) erreicht werden.

Durch Erweiterung von Re mit 7?v sehen wir unmittelbar, dass

= ,0112 2Fi,
77"“20 WReibung

Re =
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Der Zihler gibt 2 - Fyj, eines Volumens > an, welches sich mit v bewegt, der

Nenner gibt die Reibungsenergie an, die verbraucht wird wenn der Korper mit
Querschnitt 7% und v bewegt wird. Ist das Verhiltnis klein (groBe Reibung) ist
die Stromung laminar, ist es groBer als Re,. ist sie turbulent.

Die kritische Reynoldszahl, Re. findet man experimentell z. B. fiir ein zylindrisches
Rohr mit Radius r - ow
Re, = - = 2300.
U

Will man beim Hausbau sicherstellen, dass in allen Rohren eine laminare
Stromung herrscht, so muss sichergestellt sein, dass auch an den engsten Stellen
die Geschwindigkeit v klein genug ist, dass Re < Re..
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